PCSI5 Lycée Saint Louis

DS3

Correction du devoir surveillé

Exercice 1
1. On cherche les racines carrées de —48 + 14i sous la forme u = z + iy avec (z,y) € R%. Ainsi,
u? = —48 + 144. On obtient alors :

x? —y? = —48  égalité des parties réelles
20y = 14
2?4 y? = /482 + 142
2
. zt=1 r==1 - R .
Ainsi, : { J2 = 49 donc { y— 47 De plus, 2zy = 14 > 0, ainsi x et y sont de méme signe.
Finalement les racines carrées de —48 + 14i sont + (1 4 71) .

Vi3

2. On sait que 1 —i = /2 x 5 i) = — V/2¢'7. Ainsi, Pensemble des racines cubiques de

1—i=1/2e'T est {2%e%+2i§ﬂ,k € []0,2|]} {26@12 26613 e ly}.

27,k‘rr

3. —8i=8 2. Ainsi, I'ensemble des racines cubiques de —8i = e est {26 6 .k €10, 2[]}

{Qe_l% 2" , %6 } La forme cartésienne des racines cubiques de —8i est : 2e %5 = 2 cos (—%) +
QZSm( g) = \/g—i.
2e7 = 2i et 26 G —2cos( )+2@sm(6):—\/§—i.

4. Soit z € C. Le discriminant de I'équation 22+ (—149i)2—8—8i = 0 est A = (—1+97)2+4(8+8i) =
—48 + 144. D’apres la question 1, les racines carrées de A sont : +(1 + 77).

1-99—-1-T¢ 1-99414+T
Ainsi, les solutions de (E7) sont : %:—82' et%zl—i.

5. Soit z € C. Posons Z = 23, I'équation (E3) se réécrit alors Z3 + (—1+9i)Z — 8 — 8 = 0. Ainsi,
z est solution de (E7) si et seulement si Z est solution de (E2). Donc, en utilisant la question

précédente, Z = —8iou Z =1 —i. D’ apres les questlons 2 et 3, les solutions de 2% = —8i ou
s T Tim 1 1 517(
25 =1—isont 2%, 2%, 26, 26eis, 2615, 15 . Ainsi, lensemble des solutions de (E2)

- 5T 177,7r

. i TiT
t: Sy = {267’%,26%,26 6 26612 26e’ 12 el 2 }

Exercice 2
On cherche a résoudre I’équation d’inconnue = € R :

3
arccos x = 2 arccos T

Tout d’abord, cette équation est définie pour x € [—1, 1].
On a arccos(xz) € [0,7] pour tout € [—1,1]. D’autre part, on sait que la fonction arccos est

3 m 3
décroissante. On a donc arccos(1) < arccos 1 < arccos(0), soit 0 < arccos < 5 Ainsi arccos - €
[0, 7].

La fonction cosinus étant bijective sur l'intervalle [0, 7], on a donc I’équivalence :

3 3
arccos r = 2 arccos 1° cos(arccos(x)) = cos (2 arccos 4)

2
1
& 7 = 2cos? <arccosi> —1:2<i> —1:§.

Finalement 1’équation a une unique solution sur [—1,1], qui est x = 1/8.
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Exercice 3 3 dx
1. Calcul 1 iere intégrale I = 5 .
alculons la premiere intégrale I3 /1 22 _Br 47

On est dans le cas d’une fraction rationnelle de la forme % avec deg(Q) = 2 < deg(P) = 0.
De plus Q est de discriminant négatif. On procede donc comme suit :

3 dx 3 dzx
1 (x—5/2) +~ +7 1 (x—5/2)2+ I

Rappelons la formule de primitive suivante avec a > 0 (& connaitre !)

dzx 1 T
ST 5 =~ arctan <—> .
x4+ a a a

On obtient donc ici :

e [ B (-5

1

2

1-502))

_ jg arctan <5§(3 - 5/2)) - — awctan <\/§
3

_ Zgarctan (\%) - Zgarctan (_ﬁ>
= \f arctar; <\}§) + 75 excten (\/§>

T V36 VB3 B

Remarque. On aurait pu aussi utiliser la formule suivante pour conclure, valable pour = > 0 :

arctan(z) + arctan(1l/z) = g
3
1
Calculons & présent Iy = /1 #—Fx”dm

=
O

On est dans le cas d’une fraction rationnelle de la forme ol
!

On se ramene donc a une fraction de la forme T et d’une partie en “arctangente”

1_1/3 2z + 2 d_1/3 2z —5 d+7/3 L

> a2, 22 BT 2 1 2257 1 22— Bzt T
7 1

[1n|x —5x+7y] + 50 = 5(In(1) — In(3)) +

()2

e
2. Notons [ = / sin(In(z))dz, et effectuons le changement de variables suivant :
1

avec deg(Q) = 2 < deg(P) = 1.

N

M\\I

7

d
u=In(z) e r=€e" ; du= Y o dr = e"du
x
z:1l—=e ; wu:0—1.
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On obtient alors :

1 1
I= / sin(u)e"du = Im </ e(1+i)“du) =Im
0 0

=Im (e(lﬂ)_l> —Im ((e cos(1) 4+ iesin(1) — 1)(1 — i))
1+ 5

e(1+i)u

1+

= %(—e cos(1) + 1+ esin(1))

Résolvons I'équation différentielle 3 + 2y + y = cos?(t).

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants avec second membre.
On résout I’équation homogene associée en calculant les solutions de I’équation caractéristique :

P42 +1=0& (r+1)?=0sr=—L
Les solutions de ’équation homogene associée sont donc les fonctions :

t (A + put)e b avec A\, € R.

< . o o et e
On cherche & présent une solution particuliere de ’équation. On a cos?(t) = < =

20t ,—2it N . PR c 1z c g .
% grace a la formule d’Euler. On est donc amené a considérer les trois équations

différentielles suivantes :

v +20 +y=1/2 (E1)
2t

y//+2y/+y: 1 (EQ)
" , e—Qit

Y2ty =— (E3)

Une solution particuliere évidente de (E1) est ¢ — 1/2.

On cherche une solution particuliere de (Fs) sous la forme exponentielle x polynéme, plus
particulierement sous la forme t — Ae?* avec A € R (2i n’étant pas racine de I'’équation car-

-3 — 44
actéristique). En remplacant dans (Es2), on obtient A = TOZ Ainsi une solution particuliere
de (E2) est donnée par :
PR —3—4i 5,
—e".
100

Une solution particuliere de (F3) s’obtient en prenant le conjugué :

_3 + 4Z e_zit
100 '

t—

Par principe de superposition, une solution particuliere de I’équation différentielle est donc :

3 di g, —3—di o 3 2
17()()162” + #62”‘/ =1/2 — — cos(2t) + % sin(2t).

t—1/2+ 50

Finalement, ’ensemble des solutions de ’équation différentielle est donc :

3 2
{t = (A pt)e t+1/2 — 0 cos(2t) + % sin(26) |\, pu € R} .
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Exercice 4
Soit m € R. On applique 'algorithme de Gauss-Jordan a la matrice augmentée du systeme

1 1 —2 0 1 1 —2 0
(AB)=[ 1 2m —4m|1—-2m ~ 0 2m—1 —4m+2|1-2m
m 1 —-m a L 0 1—-m m 1

LQ(—LQ*Ll
Lz < L3 —ml1

1
1 1 210
(A|B) ~ 0 1 -2 -1
L
I L 0O 1-m m 1
2 g
1 0 0 1
~ 01 -2 -1
L 00 2—m|2—m

e Si de plus, m # 2

10 011 1 0 01
(A|B) ~ 01 —2|-1 ~ 01 0]1
L L 00 1 1 L 0 0 111
L3 2—3m Lo+ Lo+ 2L3
r=1
Ainsi, Sim e R\ {%, 2}, Le systeme est équivalent &4 ¢ y=1 .
z=1
L’ensemble des solutions est donc S, = {(1,1,1)}.
e Sim=2: enrepartant de la 4éme matrice, on a:
1 0 O 1
(A|B) ’I\: 01 —-2|-1
00 01O
Le systeme est donc équivalent a : r=1
ystem nc équivalent a : 2= —1
Ainsi, 'ensemble des solutions est : So = {(1,—1+ 2z,2),z € R}.
e Sim= % : en repartant de la deuxiéme matrice, on trouve :
1 1 =210 1 1 =210
(A|B) ~ 01 11 ~ 01 1|2
L 00 010 L 00 010
Lo < L3 Ly < 2L,

10
~ 01 1 2
L 00 00
L1 < L1 — L2
Le systeme est donc équivalent a : {

Ainsi, ’ensemble des solutions est : S
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Probléeme 1
I Calculs préliminaires :

1. (a) Pour (a,b,c) ER3 et x € R%,ona:

a br+c ar’i+a+br?+cx

;+1+x2: z(1+ 2?)
Ainsi,
a br+c 1
vreRE, & - )
(w + x+1+x2 x(1+ 22)
(a+b)a?+cx+a 1
— (VzeR’, = )
( =Ry x(1+22) z(1+ 22?)
a+b=0
On résout ¢ ¢=0 .On obtient a=1,b=—1et ¢=0.
a=1
(b) Une primitive def:x%m:%—ﬁsurlest donc z — In|z| — 3 In(1 + z%). Or,

x > 0 sur I. Ainsi, une primitive de f sur I est donc z +— Inx — %ln(l + 22).

2. Posons :
u'(t) = (1—1t2) et o(t)=1In(t)
3

t 1
d'ott u(t) =t — 3 et V/(t) = i

Les fonctions ¢ — t — % et In sont C! sur I. Ainsi, pour x € I, on a, par intégration parties :

/(1—x2)lnxdac: [(m—x;)ln:c] —/(1—”;2)(13;: <x—9§>lnx— [az—f] +C

3 3

x T 1
= —— |lhr—o+—+1—-—=-+ eR).
<:U 3>n33 x 9 9 c (C )

Ainsi une primitive de g sur [ est x — (m — %) Inz—z+ %3.

3. Posons :
W(t)=t eto(t)=In(t)
N\ _ t2 / _ 1
douu(t)—g etv(t)-;

Les fonctions ¢ +— % et In sont C! sur I Ainsi, pour = € I, on a par intégration parties :

x? x z? z? x? 2 1
/xlnxdx— [2111:6} —/2d:n—21nx— [4] —i—C’—?ln:n—Z—i-Z—i-C (C € R).

. . . o, . 2 2
Ainsi une primitive de h sur I est z +— % Inx — 7.

1T Résolution de I’équation sans second membre :

1. La fonction y; est deux fois dérivable sur I et pour € I, on a :

2x 2 2x 2x

/
R = — :0
1+$2y1(x)+ 1+x2y1(x) 1+ a2 + 1+ 22

yi (z)

donc y; est solution de (Ey).
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2. y est deux fois dérivable sur I donc z est deux fois dérivable sur I comme quotient de fonctions
qui le sont (le dénominateur ne s’annulant pas). Pour z € I, on a :

y(z) = z2(x)
d'ott  ¢/(x) = 2(z) + 22/ ()
puis  y'(z) =2 (z) + 2 (x) + 22" (z) = 22/ (z) + 2" ()

Ainsi,

y est solution de (Ep) sur I )

2z
Ve € 1 y'(@) = 1 ¥ @)+ s =)
2z , 2 -
522 (z(x) + z2'(z)) + mwz(x) = 0)

1+22-2%,

Z'(x) :0>

2 (z) =

Ve eI, x2” 2
rel, x2'(z) + 522

2

rr vy

(
(
(vx el, (22 (z) + 22" () —
(
(

Ve eI, 2"
x x2"(x) + g

1
= (z/ est solution de (E'))

Ainsi y est solution de (Ep) si et seulement si 2’ est solution de (E') xy’ + 5 fﬂy = 0.

3. La solution générale de (E') est x — Ae=A@) X\ e R, ot A est une primitive de z — x(%ﬂ)
Ainsi d’apres le I-1.b, la solution générale de (E') est x — Aexp(—2Inz +1In(1+2?)) = )\11‘—5’52 =
AM1—%)ouXeR.

4. On a donc 2 de la forme :  — A1 — J3) ot A € R. Ainsi, 2 est de la forme z — Az — 2 4u,
(\, ) € R? puis y est de la forme z +— \(z? — 1) + px, (A, 1) € R2.

IIT Résolution de I’équation :

1. (a) yp est deux fois dérivable comme produit et somme de fonctions qui le sont et pour € I,
on a:

yp(@) = N (@) + M) + ' (2)(2* = 1) + 2zp(z) = M) + 2zp(z)
en utilisant la relation imposée sur A et p/. Puis, pour tout z € I,

yp(@) = N (2) + 2u(2) + 224/ ().

(b) On a y, solution de (E) si et seulement si pour tout z € R :

(142 me = N(@)+ 2u@) + 204 (@) — oy (\@) + 220(a)) + 1y (Ao + () 1)
—2z + 2z 2?2 — 422 4 22?2 —
= N(z)+ 2zp/(x) +/\(x)f+—;22 —|—u(x)2+2 llj—sz 2
= N(z) + 24/ (2)
(c) Soit x € I, (N (x), ' (x)) est donc solution du systeéme { f\,)\(l() )+ 2;/1 () ):M;(lxj_ ) Inz

. . : N(x) + 2zp' (z) = (1 +2%)In
En effectuant 1 drations Ly <— L Ly — Lo—xL btient :
n eftectuant les operations Lq 9 puls Lo o—x L7, on obtien { (a: +1) ( )_ —x(1+a:2)

2
On obtient ainsi : u/(z) = x(l;rf% = zlnz puis

N(x) =1+ 2?)Inz — 22/ (z) = (1 + 2?)In(x) — 222 In(z) = (1 — 2?)Inz.
On trouve alors (avec le I-2 et le I-3) que pour A : z — (= — %) Inx —x+ %3 et pu:x—
yp: I — R

1 _
= T (m2—x—;>lnx—x2+%+wlnx—

“-, on obtient une solution particuliere
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2. D’apres ce qui précede, la solution générale de (E) sur I est

9 2 4

4 4 202 20,2 _ 1
xr—>(:p2—3;>lna:—1:2+x—l—x(x )lnx—x(x )+)\(x2—1)+ux,()\,u)€R2.

Probléeme 2

1. (a)

On cherche les solutions sur R de
y'(x) —y(z) =27 (E4)

C’est une équation différentielle linéaire de degré 1, & coefficients constants, avec second
membre.
Les solutions de I’équation homogene associée sont x — Ae® avec A € R.

On cherche une solution particuliere de (E;). Le second membre étant sous forme expo-
nentielle x polynéme, on cherche une solution particuliere sous la forme z — Ae™ (en
notant que —1 — 1 = —2 # 0). On obtient en remplagant dans 1’équation A = —1. Ainsi

une solution particuliere de (Ey) est x — —e™*.

Finalement, 1’ensemble des solutions de (E.) est :
{z— X" —e "IN ER}.
On cherche les solutions sur R de
(@) +y(@) =27 (E-)

C’est une équation différentielle linéaire de degré 1, a coefficients constants, avec second
membre.

Les solutions de 1’équation homogene associée sont x +— Ae™* avec A € R.

On cherche une solution particuliere de (E_). Le second membre étant sous forme expo-
nentielle X polynéme, on cherche une solution particuliere sous la forme x +— Azxe™® (en
notant que —1 + 1 = 0). On obtient en remplagant dans ’équation A = 2. Ainsi une
solution particuliere de (Ey) est x +— 2xe™7.

Finalement, ’ensemble des solutions de (E) est :

{z— Xe "+ 22e F|NER}.

Puisque f est une solution de (F) sur R, on a pour tout = € R :
P(z) = |f@) +27 > 0.

Donc f est strictement croissante sur R.
Supposons que f est strictement positive sur R, alors |f(z)| = f(z) pour tout = € R, et f
est solution de (E4). On sait alors qu’il existe A € R tel que :

f(x) =Xe® —e™ ™.

Mais alors lim,_,_ f(x) = —00, ce qui contredit que f est strictement positive sur R.

Supposons que f est strictement négative sur R, alors f est solution de (E_). On sait alors
qu’il existe u € R tel que :
f(z) = pe® +2ze™ .

Mais f n’est pas strictement croissante : en effet en dérivant, on obtient pour tout x € R :

f(z) =(2=X+2z)e ",

qui est strictement négatif lorsque x < , strictement positif sinon. Ceci est contradic-

toire avec f strictement croissante. Donc f n’est pas strictement positive.
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(d) Ainsi f est strictement croissante et continue. On vient de plus de voir qu’elle prend des
valeurs positives et négatives. Par le théoreme de la bijection, f s’annule une, et une seule
fois, sur R en un réel que l'on notera a. L’équation de la tangente de f en « est alors
donnée par :

y=fa)(x—a)+ fle) = (If(a) +2e7%)(x - a) =27z - a).

Soit donc f une solution de (E). On sait par la question 2. que f est strictement croissante sur
R et qu’elle s’annule en un unique point o € R. De plus f est solution de (E4) sur |o, 00| et
de (E_) sur | — 0o, ao[. Par la question 1., on en déduit que f est de la forme :

Xef —ePTsix>a
fix—=<0siz=qa
pe T +2zesiz <«

avec A, u € R. f étant continue en «, on obtient :

lim f(x) = pe *+2ae * =0,

Tr—o
soit 4 = —2a. De méme,
lim f(x) =X —e *=0,

z—a™t

soit A = e2®. Ainsi,

Fioe 2(x —a)e™ " si x€]—o00,0]
e (2= _1)e™* si € [, 00|

Montrons que f est dérivable en a. On étudie pour cela la limite de son taux d’accroissement
en « :

— — 2(z—a) _
lim M = lim 2e % =2e" ¢, lim M = lim 2¥e*x =2e “.
T—a~ r—« T—a~ r—at r—« r—at 2(% — Oé)

Donc f est bien dérivable en « et f'(a) = 2e~.

Réciproquement, on montre qu'une telle fonction est bien solution de 1’équation (E) sur R : elle
est en effet dérivable sur R, solution de I’équation sur | — oo, af, sur Jor, +00[, et en « :

fll@) = |f(a)] =2e7% =0 =2e"7.

Finalement, on a montré que les solutions de (E) sur R sont exactement les fonctions de la forme

. 2(r —a)e™ " si x€]—o00,q
(e2==2) _1)e™* si € [a, 400

ou « est un réel.




