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DS4

Correction du devoir surveillé

Exercice 1
Soient A C R et B C R. On définit ’ensemble somme de A et B par :

A+B={a+b,ac A be B}

1. (a) Soit z € A+ B, alors z est de la forme a+b avec a € A et b € B. Dans ce cas particulier, on
adonca=0ouletb=1oud. Doncz=a+b=1,4,20ub. Ainsi, A+ B ={1,2,4,5}.
(b) C Soit x € A+ R, alors il existe a € A et b€ R tel quex =a+b. Or, A C Rdonc a € R.
Ainsi, z=a+b € R donc A+ R CR.
D Soit x € R. Comme A est non vide, il existe a € A. On a alors : z =a+ (z —a). Or,
acAetx—a€cR (car ACR), doncxe A+R.
Ainsi, R C A+ R.
Finalement, A + R = R.

2. Soient A, A, B, B’ € P(R). Supposons que A C A’ et B C B'.
Soit x € A+ B. Alors, il existe a € Aetbe Btelsquex =a+b. Or, AC A" donc a € A’ et
Bc B',doncbe B'. Ainsi,z € A+ B'. Don, A+ BC A’ + B'.

3. Soient Ay, As, B € P(R)

D Soit x € (A1 U Ag) + B. Alors, il existe a € A; U Ay et b € B tels que x = a + b. Donc
a€ Ajoux € Ay. Sia € Ay, alors x € Ay + B. Sia € Ay, alors x € Ay + B.

Donc x € (A1 + B)U (As + B), et on a donc (41 U As) + B C (A1 + B)U (A3 + B).

C Soit xz € (A1 + B)U(As+ B). Alorsz € A+ Boux € As+ B. Or, A; C AjUAs et Ay C
A1UAjy. Donc d’apres la question 1, (A1+B) C (A1UAs)+Bet (A2+B) C (A1UA)+B.
Ainsi, z € (A1 U Ay) + B dans les deux cas. Donc, (A1 + B) U (As + B) C (A1 U As) + B.

Finalement, (A; + B) U (A2 +b) = (A1 U A2) + B.

4. (a) Soient Ay, Az, B € P(R).

Soit x € (A1 N Ag) + B. Alors, il existe a € Ay N Ag et b € B tels que x = a + b. Comme
a€ Ay, x€ A+ B et comme x € Ay, x € Ay + B. Donc z € (A + B) N (42 + B).
Ainsi, (A1 NAz) + B C (A1 + B)N (A2 + B).

(b) En prenant A; = {0,1}, A2 = {1,3}, et B = {1,4}.
Ona: AjnNAy={1} dou (A1 N As) + B = {2,5}.
A1+ B =1{1,2,4,5} et Ay + B =1{2,4,5,7} d’ou (A1 + B) U (A2 + B) = {2,4,5}.
Donc (A1 NA2)+ B # (A1 + B)N (A2 + B). Ainsi, il n’y a pas égalité (dans le cas général)
entre les ensembles (A1 N As) + B et (A1 + B) N (Az + B).

Exercice 2
Soit (u,) une suite bornée : il existe M tel que pour tout n € N, |u,| < M

1. Pour tout n € N, {ug|k > n} et une partie non vide (elle contient par exemple u,) et bornée de
R (minorée par —M, majorée par M). Elle admet donc une borne inférieure, notée w,, et une
borne supérieure, notée v,,.
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2. Pour tout n € N, on a l'inclusion :
{uglk >n+1} C {uglk > n}.

D’une part, v, est un majorant de la partie {ugx|k > n}. C’est donc aussi un majorant de
{ug|k > n+ 1}. Par comparaison d’un majorant au plus petit d’entre eux, on en déduit :

Unt1 = sup{uglk > n+ 1} < v,.

Donc (vy,) est une suite décroissante.

D’autre part, wy, est un minorant de {ug|k > n}. C’est donc aussi un minorant de {ug|k > n+1}.
Par comparaison d’un minorant au plus grand d’entre eux, on en déduit :

W41 = sup{uglk > n+ 1} > w,.

Donc (wy,) est une suite croissante.

On obtient ainsi, pour tout n € N,
wo < wy < vy < V.
La suite (vy,) est décroissante, minorée par wy. Elle converge donc vers une limite [; € R.
La suite (wy,) est croissante, majorée par vg. Elle converge donc vers une limite [y € R.
3. On procede par double implication.

< Supposons que limwv, = limw,. On a pour tout n € N : w, < u, < v,. Par le théoréme
des gendarmes, (uy) converge (et limu, =1 = l2).

= Supposons que (u,) converge vers [ € R, et montrons qu’alors limv,, = limw,, = lim u,,.
Ona:Ve>0,dN € N,Vn € N,

n>N = |u,—1]<e,

soit encore [ —e < u,, <[l+e¢. Ainsi, [ —¢ (resp. [ +¢) est un minorant (resp. un majorant)
de la partie {ug|k > N}. Par comparaison d’un minorant au plus grand d’entre eux (resp.
d’un majorant au plus petit d’entre eux), on obtient :

l—e<wy <oy <l+e.
Enfin puisque (wy,) est croissante et (v,) est décroissante, on a pour tout n > N,
l—e<wy <w, <v, <oy <l+eg,

et donc |w, — | < ¢ et |v, — | <e. On a donc bien montré que limw, = limwv,.

Exercice 3
Un ensemble F est dit dénombrable s’il existe une bijection entre ’ensemble N des entiers naturels et
E. Cette bijection permet alors de numéroter les éléments de E.

On admettra dans la suite le résultat suivant :

Etant donné deuz ensembles E et F, sl existe une injection de E dans F' et une injection de
F dans E, alors il existe une bijection entre E et F.
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1. Montrons que ’ensemble N* est dénombrable. 11 faut donc trouver une bijection de N dans N*.
Prenons
f:N=>N' n—n+1.

On vérifie sans peine que f est bijective en montrant par exemple que pour g : N* — N, n +— n—1,
on a :

go f=1IdN et fog=Idy~.
Donc N* est dénombrable.

Montrons que P = {2k|k € N} est dénombrable. Considérons pour cela l'application h : N — P
définie par :
h(k) = 2k pour tout k € N.

On vérifie facilement que h est bijective, en montrant par exemple que pour i : P — N, n +— n/2,

ona:
toh=1Idy et hoi= Idp.

Donc P est dénombrable.

2. Considérons ¢ : N — Z définie pour tout n € N par :

g si n est pair,
p(n) = n+1
2

si n est impair.

(a) Montrons que ¢ est bien définie. Soit n € N. On a deux cas :

e Soit n est pair, et dans ce cas 5 est bien un entier ;

e soit m est impair, et dans ce cas est bien un entier également.

Dans tous les cas, ¢(n) appartient a Z, et ¢ est bien définie.
(b) Montrons que ¢ est bijective.

e  est injective : soient ni,n2 € N tels que ¢(n1) = p(n2). On a deux cas possibles :

— ¢(n1) = p(n2) <0 : dans ce cas ny et ng sont tous les deux pair par définition de
(. Donc on a :

n n
p(n1) = p(n2) = 71 = ?2 = ny = ng.

— p(n1) = ¢(na) <0 : alors ny et ng sont tous les deux impair, et donc :

ny+1 ng +1
o(n1) = p(n2) = — 5 =TT 5 = ny = ne.

Dans tous les cas, on a montré que n; = ny. Donc ¢ est bien injective.
e ¢ est surjective : soit k € Z, on cherche un antécédent n € N de k par ¢. On a deux

cas :
2k
— si k >0, alors n = 2k convient puisque ¢(2k) = 5 = k.
—2k—1+1
— sik <0, alors n = —2k —1 € N convient puisque ¢(—2k—1) = —% = k.

Ainsi, ¢ est bien surjective.

On a montré que ¢ est injective et surjective. Elle est donc bijective. Il existe donc bien
une bijection entre N et Z, donc Z est dénombrable.

3. Considérons ¢ : N> — N* définie par :

Y(p,q) =2 (2 +1).
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Montrons que 'application 1) est injective. Soient pour cela (p1,q1) et (p2,q2) € N? tels
que ¥(p1,q1) = ¥(p2,q2). On a donc :

1 (2qy + 1) = 272 (2q + 1).

Quitte a renuméroter, on peut supposer par exemple que p; > ps. On obtient 1’égalité
d’entiers
2P17P2 (21 + 1) = (22 + 1).

Ainsi 2P17P2(2¢g; + 1) est un entier impair. Donc nécessairement p; — p2 = 0, et p; = pa.
En reprenant ’égalité ci-dessus, on obtient alors en remplacant ¢; = go.
Donc 1 est bien injective.
Montrons par récurrence que pour tout n > 1, on a P(n) “il existe (p,q) € N tel que
n=2P2q+1)".

e Initialisation : pour n = 1, le couple (p, ¢q) = (0,0) convient. Donc P(0) est vrai.

e Hérédité : Soit n > 1 et supposons P(k) vraie pour tout 1 < k < n. Montrons P(n+1).

On a deux cas possibles.

— soit n+ 1 est impair. Dans ce cas, il existe k£ € N tel que n+ 1 = 2k + 1. Le coupe
(p,q) = (0, k) convient.

— soit n + 1 est pair. Alors il existe k € N tel que n + 1 = 2k. Par hypothese de
récurrence, il existe (p/, ¢') € N2 tels que k = 2 (2¢/+1). Alors n+1 = 2/'t1(2¢/+1),
et le coupe (p,q) = (p +1,¢') convient.

Dans tous les cas, on a montré que P(n + 1) est vraie.
Par principe de récurrence, on a pour tout n > 1, 'existence de (p,q) € N tel que n =
2P(2q + 1).
En particulier, on a donc que v est surjective.
On a ainsi montré que 1 est injective et surjective. C’est donc une bijection de N? dans N*,
Or, on a donné a la question 1. une bijection g de N* dans N. Par composition, ¥ =1 o g

est une bijection de N? dans N. Ainsi il existe bien une bijection entre N2 et N, et N? est
bien dénombrable.

Considérons j : N — Q, n — n. Cette application est clairement une injection de N dans
Q.
P

Montrons que ¢ : Q — Z x N* qui a r € Q associe le couple (p,q) € Z x N* avec g le

représentant irréductible de r est injective : soient pour cela ri,70 € Q, r; = ]ﬂ, o = b2
a1 q2
leurs représentants irréductibles. Supposons que ¢(r1) = ¢(r2). Alors :
p1 _ D2
(p1,q1) = (P2, @2) = pr=paet 1 =q > 11 = o o

Donc ¢ est injective.
¢ n’est pas surjective : par exemple (2,2) € Z x N*, mais (2,2) n’a pas d’antécédent par ¢
: sinon il existe r tel que ¢(r) = (2,2). Alors r = 2 = 1. Or I'écriture irréductible de 1 est
1. Donc ¢(1) = (1,1) # (2,2). COntradiction.
On a déja une injection de Q dans Z x N*. Il nous suffit donc de déterminer une injection
de Z x N* dans N (on aura alors une injection de Q dans N en composant).
On a montré déterminé dans les paragraphes précédents :

e une bijection g de N* dans N ;

e une bijection ¢ de Z dans N ;

e une bijection ¥ de N? dans N.
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Considérons alors I'application ® : Z x N* — N2, (k,n) ~ (¢(k), g(n)) et montrons que ®
est bijective : pour tout (ny,ns) € N2 et (ki,ko) € Z x N*, on a :

®(k1, k2) = (n1,m2) < (@(k1), g(k2)) = (n1,n2)
< (k1) =ny et g(ka) = no
Sk =@ Hn) et ko =g H(no).

Ainsi tout élément de I'ensemble N2 admet un unique antécédent dans Z x N* par . Donc
® est bijective.
Finalement, on a :
[ « @ « U
Q—ZxN —N —N
et toutes ces applications sont injectives. Par composition, on obtient une injection de Q
dans N.

On a donc construit une injection de N dans @, puis une injection de Q dans N. En utilisant
le résultat admis dans 1’énoncé, on en déduit qu’il existe une bijection entre N et Q. Donc
Q est dénombrable.

Exercice 4
Soit (un)nen+ une suite de réels non nuls, on lui associe la suite (py,)nen+ définie par :

n
Vn € N*, pn:Huk:ulqux-nxun
k=1

On dit que le produit (p,) converge si et seulement si la suite (p,) admet une limite finie non nulle.
Sinon, on dit que le produit (p,) diverge.

Partie I :

1. On a pour tout n € N*,

(a)

Pn+1

= Up+1. Supposons que (p,) converge vers une limite ¢ non nulle.

n
Alors par opération sur les limites, on a :

Priv _ L

li
11m on i

Ainsi lim u,11 = 1, et donc limu, = 1.

Donc si le produit (p,,) converge, il est nécessaire que la suite (u,) converge vers 1.

1
2. On prend dans cette question : Vn € N*, u, =1+ —.
n
1
Pour tout n € N*, ona: u, = i, donc :
n
2 3 n+1
Pn=—X=X-X =n+1
1 2 n

par télescopage.

(b) On a limp, = 400, donc (p,) diverge. On a limu, = 1 donc (u,) converge vers 1. Ainsi

pour que (p,) converge, il est nécessaire que la suite (u,) converge vers 1. Mais ce n’est
pas suffisant comme ’a. montré cet exemple.

a
3. On prend dans cette question u, = cos (—) pour tout n € N* et on a € R\ {km, k € Z}.

27’L

. [/ a
Pour n > 1, on pose ¢, = p, X sin (—)

2n
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(a) On a pour tout n > 1

. a a . a
gn+1 = Pn+1 X SIn (2n+1> = pp, X COS (2—n> X sin <2n+1)

. a
(%)

:anTzi%

Donc la suite (g, ) est géométrique.

(b) Puisque (gy,) est géométrique, on obtient que pour tout n > 1,
_ n—1 _ n—1 _ n—1 E : ﬂ _ n
g = (1/2)""q1 = (1/2)" g1 = (1/2)" " X cos 5) xsin(5) = (1/2)" sin(a).

Ainsi, p, X sin (; ) (1/2)"sin(a). Et puisque a € R\ {k7,k € Z}, v € R\ {kn, k € Z},

on a sin ( a ) = (0. On peut donc conclure que pour tout n > 1, p, = L(a)a.
2 2" sin (—)
27’L
sin (57
(¢) On a lim 2" sin (%) = lima x a2 = q. Ainsi, limp, = Sm( ) ¢ Rost et le produit
2n
(pn) converge bien.
Partie II :
Soit pp, = [] (1 4+ vg) ot (vn)nen+ est une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0. On
k:nl
pose Sp = > V.
k=1
1. On pose f(x) = x —In(1 + x) pour tout z € I =] — 1,+o0[. La fonction f est définie sur I,

dérivable sur cet intervalle, et pour tout x € I on a :
1 T

!/
fry 1 —

@) Itz 1+
Ainsi, f est croissante sur [0, +oo[ et f(0) = 0. Donc f(z) > 0

pour tout x € R, et In(14+2z) < x

2. On a pour tout n > 1 :

Pn+1
DPn

:1+’Un+1 >1et Sn+1_Sn:Un+1>0'

Ainsi, les suites (p,,) et (S,) sont toutes les deux croissantes.
3. Pour tout £k > 1, on a :
In(1+vg) < v
En sommant pour k entre 1 et n (n > 1), on obtient :

n

In(pn) = In(l+vx) <> v < Sp.

k=1 k=1

3

D’ott p, < e pour tout n > 1. Or la suite (S,,) converge, donc (e°") est bornée. On en déduit

que la suite (p,,) est croissante, majorée. Elle converge donc vers une limite ¢ non nulle (puisque
{>p1=1+4v >1).

4. Supposons que v, = % pour tout n € N*. Alors v, =1+ % On a montré qu’alors p, = n + 1.
De plus par ce qu’on a fait précédement,

In(pn) < S;,

Puisque limIn(p,) = 400, on obtient par théoréme de comparaison que lim S/, = +oo. On
retrouve ici que la série harmonique diverge (résultat déja établit en cours).
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Partie II1 :

n
Soit a € R*%, on prend p, = [[ (1 + a2k) pour tout n € N*.
k=1

1. Sia > 1, alors u, = 1+ a?" > 1 pour tout n € N*. Donc (u,) ne peut converger vers 1 et le
produit (p,) est donc divergent.

2. On suppose que a €]0, 1] :
a n utilise les question précédentes en considérant la suite = _.a " Ona:
(a) On utilise les question précédent dérant la suite S, = > r_; a*
2m 1

n 2™
k 1—a
S, = a? < S = a® <a < )

La suite (.Sy,) est donc croissante et majorée, elle converge. On en déduit par la Partie II
que le produit associé (p,) converge.

(b) Pourn>1,0n a:

(1-—apn=0—-aH)A+aHA+a )1 +d¥...(1+a*)
=(1-aH1+ahH(1+d®...(1+a¥)
=(1-ad®)(1+d®...(1+a*")

— =1 =2

(¢) On a lim1 — =1 puisque 0 < a < 1. Donc lim(1 — a®)p, = 1, et on en conclut,

puisque 1 — a? # 0, que :
1




