PCSI5 Lycée Saint Louis

DS6

Correction du devoir surveillé

Exercice 1
1. On considere la fonction ¢ définie par :

We[O’an]’(ﬁ() (a+b+ ) f(a+b_ )_2 / (aer)_Kx:,,'
s

—x € [a,b].

¢ est bien définie sur [O b} car Vz € [

a+b a+b
+x, 9

[\]

0 - 250 () -k (52) =0
soitK:(b_za>3<f(b)—f(a) b;a’<a;b>>carb7&a.

2. On a ¢(0) = ¢

= 0. Par le théoréeme de Rolle (¢ continue sur [0, b—2a] , dérivable sur

b— b—
]0, ?a [), il existe ¢ € ]0, Ta [ tel que ¢'(c1) = 0.

3. On a ¢(2) —f'(“*b )+f’(‘”b— )—2f’(“+b>—3m2. Ainsi ¢/(0) = 0 et

2
¢'(c1) = 0. Par le théoreme de Rolle (¢ continue sur [0, ¢1], dérivable sur ]0,¢;[), on en déduit

quil existe cp € 10, ¢1[ tel que ¢”(c2) = 0.

b— b b b
4. OnsaitqueCQG]O,cl[C]O, QQ[doncaJQF—CQG}Q,G;L [e @t } , [
b b +b
Ainsi, [(1—21— — ca, ot + c2| Cla,bl. Or, f” est continue sur [a, b] donc sur [ — ¢, g + + cz]
b b
et dérivable sur ]a, b[ donc sur % — c2, ? ;_ + 02] donc d’apres I’égalité des accroissements
a+b a+b

finis, il existe ¢ € ] — Ca, + ¢ { tel que

2 2

() - (5 a) =00 (G ra- (50 -a)) = 000
5. Pourtouth[Ob ], "(z) = f"<a+b > f"<a+b—x>—6Kx.

2
b
Or, on sait que f”( +CQ> 1 (CH— - CQ) = 6Kco, d’aprés la question 3. D’ol en
4, f

®) ()2 = 6K ¢, . Or, ¢y # 0. Ainsi,

24 (10~ @) - -0 (*57))
b —a)p

utilisant la question

fP(e) = 3K =

_ 3
d’apres la question 1. On obtient finalement que f(b)— f(a)—(b—a)f’ (a _2‘_ b) = f®)(¢) b 24a)

ce qui était demandé.
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Exercice 2
Partie 1.

1. La fonction cosinus est bien continue sur R, et pour tout x € R,
cos(x + y) + cos(x — y) = (cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)) + (cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y))
= 2 cos(x) cos(y)
Donc cos est bien dans I'ensemble £.

2. Pour tout z,y € R, on a :

ch(zx)ch(y) + sh(z)sh(y) = i ((e®+e ™) eV +e™) + (" —e ™) (eV —e™))

= i (ew+y L eTTY L VT L oY Y oY YTy e—z—y)

e:):er + e Ty

Des lors, on a pour tout z,y € R,

ch(z +y) + ch(z — y) = ch(z)ch(y) + sh(x)sh(y) + ch(x)ch(y) — sh(z)sh(y)
= 2ch(x)ch(y)

Comme de plus ch est continue sur R, on conclut que ch appartient bien a &.

3. Soit f dans &. Pour tout réel «, la fonction f, de R dans R définie par z — f,(z) = f(ax) est
continue sur R comme composée de fonctions continues. De plus, pour tout x,y € R, on a :

falx +y) + falz —y) = flax + ay) + oz — ay)
=2f(azx)f(ay) car f €&
= 2fa(7) fa(y)

Ainsi f, est dans £.

Remarque. On en déduit par exemple que x — cos(wz) est dans £ pour tout w € R.
4. Soit f € €&.

(a) Prenons x =y = 0, on obtient :

FO)+ f(0) =2f(0)* = f(0)(f(0)—1)=0.
Ainsi f(0) =0 ou f(0) =1 (on utilise ici que R est integre).
(b) Supposons que f(0) = 0. Alors pour tout z € R, on a :
2/(x) = [ +0) + f(z — 0) = 2/(2) f(0) = 0.

Donc f est la fonction identiquement nulle.

(¢) Supposons f(0) = 1. Tout d’abord, R est symétrique par rapport a l'origine. De plus, pour
tout y € R, on a

f@) + f(=y) = f(0+y)+ f(0—y) =2f(0)f(y) = 2f ().

Ainsi, f(—y) = f(y) et f est une fonction paire.
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Partie II.
Soit f un élément de F. On pose E = {z > 0|f(x) = 0}.

1. (a) Par définition de F, f n’est pas la fonction nulle. Par la partie I, on a donc f(0) # 0, et
donc f(0) = 1.
De plus, toujours par définition de F, f s’annule au moins une fois, disons en un réel a.
Alors @ # 0. Si a > 0, c’est bon. Si a < 0, alors —a > 0, et comme f est paire on a
f(=a) = f(a) =0.

Ainsi on a bien que f(0) =1, et que f s’annule au moins une fois sur R .

(b) D’apres la question précédente, E est une partie non vide. Elle est de plus minorée par 0
(par définition de E). Elle admet donc une borne inférieure que 1’on notera a.

(¢) Par caractérisation de la borne inférieure, pour tout € > 0, il existe u. € E tel que

a<u:.<a+e.

1
Ainsi pour tout n € N* (¢ = 1/n), il existe u,, € E tel que a < u, < a+ —.
n

(d) Tout d’abord, par théoréme d’encadrement, on en déduit que lim u,, = a. De plus on a pour
tout n € N, f(u,) = 0. Comme f est continue, on obtient par caractérisation séquentielle
de la continuité :

0 =lim f(un) = f(a).
Ainsi, on a f(a) = 0. Comme enfin a > 0 et que f(0) =1, on a bien a > 0.
(e) Par définition de la borne inférieure, pour tout x €]0,a[, on a = ¢ E et donc f(z) # 0. De
plus f(0) =1, donc f(x) # 0 pour tout = € [0, al.
La fonction f est continue sur [0, a], elle ne s’annule pas sur cet intervalle. Par le théoréme

des valeurs intermédiaires, elle garde un signe constant sur cet intervalle. Comme de plus
f(0) =1, on en déduit que f(x) > 0 pour tout = € [0, a.

Remarque. Rappelons comment on montre ce résultat : supposons que f n’ait pas un
signe constant sur [0, al, alors il existerait zg,z1 € [0,a] tels que f(zo)f(z1) < 0. Puisque
f est continue, on en déduit par le TVI qu'il existe ¢ dans [0,a] tel que f(c) = 0. Clest
contradictoire avec f(z) # 0 pour tout x € [0, al.

2. On considere ’ensemble D, = {a% |peZ,qe N}.

(a) Pour tout z € R, on définit la suite (y,) par :

122

VneN, y, =a on

Alors par définition de la partie entiére, on a pour tout n € N :

2" AL 2"
R
R e
D’ou : on on N
x x x
2 1 iy B Qg
R
On en déduit I’encadrement suivant pour tout n € N :
2"x
a !
x—z—n<yn:a 2“n <z
Puisque limz — g = 0, on en déduit par le théoréme des gendarmes que limy,, existe et

vaut .
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(b) C’est une conséquence directe de la question précédente : pour tout z € N, on a construit
une suite (y,) d’éléments de D, qui converge vers .

3. On pose w = 21, et on note g la fonction de R dans R définie par z — g(x) = cos(wz).
a

(a) i. Pour tout ¢ € N, on a:

a 12 a a a a a a
2|f(gm)| = H o+ gorn) + F s — 5o7) = F50) + 1(0) = F(55) + 1.
Donc la relation est bien satisfaite.
ii. Tout d’abord, notons que g appartient bien a £ d’apres les question 1. et 3. de la

partie I.
Montrons par récurrence sur g la propriété f(55) = g(5¢).

e Initialisation : on a f(a) = 0 = g(a) donc la propriété est vraie pour g = 0.

e Hérédité : soit ¢ € N et supposons la propriété vraie au rang ¢q. On a :

a

2 [f(er)] = Fa) 41

= g(%) + 1 par hypothese de récurrence

2
=2 [9(2511)} car g appartient & .

Ainsi, on a []‘(2(1‘11)]2 = [g(#)]z, et donc f(57%7) = £9(5557). Comme enfin les
fonctions f et g sont positives sur [0, a[, on en déduit que f(55%r) = g(53%7) et la
propriété au rang q + 1.
On conclut par principe de récurrence.
iii. (question admise) Fixons ¢ € N, et montrons par récurrence sur p € N que : f(pgy) =
9(p3z)-
e Initialisation : on a f(0) = ¢g(0). De plus on a montré a la question précédente que
f(5¢) = 9(5¢). Donc la propriété est vraie au rang p = 0, 1.
e Hérédité : soit p > 1 et supposons la propriété vraie au rang p et p — 1. Alors au

rang p+1 :
Fp+1)5) = flog; + 5;)
=2/ (05 (57) — H g = 57)
=2 (05)f(5g) — F((p =V gy)
= 2g(p%)g(%) —g(lp— 1)%) par hypothése de récurrence
=g((p+1)5;) carg € €

D’ou la propriété au rang p + 1.
On conclut par principe de récurrence.
(b) On a déja montré que pour tout x € Dy, > 0, on a f(x) = g(z). Si a présent on prend
x €Dy, <0, alors —x > 0 et —x appartient & D,. Ainsi, on a :

f(2)=g(-2) = [f(z)=g()
car f et g sont paires. Ainsi on a bien f(z) = g(x) pour tout x € D,.

(¢) Soit z € R quelconque. D’apres la question 2.(b), il existe une suite (y,) d’éléments de D,
qui converge vers z. Par la question 3.(b), on a f(y,) = g(y,) pour tout n € N. Enfin les
fonctions f et g sont continues sur R, on peut donc passer a la limite dans cette égalité
: on obtient par caractérisation séquentielle de la limite que f(x) = g(x), et ce pour tout
z € R. Finalement on en déduit que f = g.
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4. On a montré que si f € F, alors il existe w > 0 tel que f(z) = cos(wz) pour tout z € R.
Réciproquement, toute fonction de cette forme est bien dans F d’apres les questions 1. et 3. de
la partie I (et car un cos n’est pas la fonction nulle et s’annule au moins une fois sur R) Ainsi
on a montré que

F =A{x + cos(wzx) | w > 0}.

Exercice 3
1. (a) f est deux fois dérivable sur [0, 1] comme composée de fonctions dérivables sur [0, 1], et on
a pour tout x € [0,1] :

51)2 T

fl@)=—ae™® ; f'(2)= (-1 7
(b) On a f"(x) < 0sur [0,1] et (1) =0. Donc f’ est strictement décroissante sur [0, 1].
(c) Soient «, 3 tels que 0 < a < 3 < 1. Puisque f’ est strictement décroissante, on a f'(8) <

f'(«). Par l'inégalité des accroissements finis appliqué a f entre o et S (on a bien que f
est continue sur [a, (] et dérivable sur ]a, 5[), on a :

FB)B—a) < f(B) = fla) < f(@)(B - a).
2. (a) L’équation de T, est y = f'(a)(x — a) + f(a).
(b) Soit z € [0, 1].
e Cas0<x<a<1:onprend §=a, x=a dans 'inégalité précédente :
flla)a—z) < fla) = f(z) = fz)< fla)(z—a)+ fa)
e CasO0<a<x<1:onprend a =« et z =0 dans 'inégalité de la question 1.(c) :
f@)=fla) < flla)(z—a) = f(z) < f(a)(z—a)+ fla)

On a donc montré que

»

Vz € [0,1], f(z) < u(x).

On en déduit que pour tout a €]0, 1], la courbe représentative Cy de f est en dessous de la
tangente a Cy en a.

3. (a) L’équation de D, est y = ‘W(m —a) + f(a).
(b) i Onad'(x)= f(bl)):(j;(a) pour tout z € R.

On applique le théoréme des accroissements finis entre a et b a f (f est bien continue
sur [a, b], dérivable sur ]a,b]) : il existe ¢ €]a, b[ tel que :

f,(C) _ f(bl)) : £(a’) _ UI(C>.

ii. Posons g(z) = f(x)—wv(z). La fonction ¢ est bien dérivable sur [0, 1], et ¢'(z) = f'(z) —
f(b) — f(a)

V'(x) = f(z)— . Or f’ est strictement décroissante, donc ¢’ également. On
a

a de plus que ¢'(¢) = 0. Donc ¢ > 0 sur [0,c[ et ¢ < 0 sur ¢, 0].
En particulier, on a que g est croissante sur [a,c|, décroissante sur [c,b], et de plus
g(a) = g(b) = 0. Ainsi, pour tout = € [a,b], on a :

g(z) >0 = f(x) >v(x).

On en déduit que Cy est au dessus de toutes ces cordes, c’est a dire que Cy est au dessus
de toutes les droites du type Dg .

Remarque. Plus généralement, on a montré que si f : I — R est une fonction dérivable et que f’ est
décroissante, alors elle satisfait les deux propriétés suivantes :
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e sa courbe C; est en dessous de toutes ses tangentes ;
e sa courbe Cy est au dessus de toutes ses cordes.

On dit alors que f est une fonction concave.

On dit que f est convexe si et seulement si — f est concave. Ainsi une fonction dérivable f est convexe
si et seulement si f’ est croissante, et elle satisfait :

e sa courbe Cy est au dessus de toutes ses tangentes ;
e sa courbe Cy est en dessous de toutes ses cordes.

Le terme convexe provient du fait que I’ensemble {(z,y)|f(xz) < y} (i.e. Pensemble des points (z,y)
situés au dessus de Cy) est convexe lorsque f est convexe.

Par exemple, la fonction x — e® est convexe, et la fonction z +— In(x) est concave. On a montré

22
dans cet exercice que la fonction f(z) = e~ 2 est concave sur [0,1]. Montrer qu’elle est convexe sur
[1, +oof !

Exercice 4
1. Calcul des dérivées successives de f

(a) La fonction f est supposée continue sur R. Elle admet donc des primitives sur R. On note
F T'une d’entre elles. On en déduit alors que pour tout z € R

fa) = / " F(t)dt = Plax) — F(0).

(b) Puisque F est dérivable en tant que primitive d’une fonction continue, on en déduit a ’aide
de I’égalité précédente que f est dérivable sur R, et pour tout x € R, on a :

f'(z) = aF'(ax) = af(ax).

(c) Montrons par récurrence que pour tout n € N, on a f de classe C" sur R et que f (n) (x) =
a"tD/2 f(q"z) pour tout x € R.

e Initialisation : f est C sur R par hypothése, et on a bien f(z) = a"f(a’z). Donc la
propriété est vraie au rang n = 0.

e Hérédité : soit n € N et supposons que la propriété au rang n, c’est a dire f de classe
C" sur R et que f()(z) = o +D/2f(a"z) pour tout = € R.
Pour tout x € R, on a f'(z) = af(ax). Or z — af(ax) est de classe C" comme
composée de fonctions de classe C™ sur R. Donc f’ est de classe C™ sur R et f est de
classe C"*! sur R. De plus on a pour tout z € R :

d

f(n+1)($) _ % (an(n—i-l)/Qf(anx)) _ an(n+1)anf/(anx)

_ an(n+1)anf/(anx) _ an(n+1)anaf(an+1x)

_ a(n+2)(n+1)f(an+1m)

D’ot la propriété au rang n + 1.
On conclut par récurrence que f de classe C" sur R et que f("(z) = a"1)/2 f(a™z) pour
tout = € R. En particulier, on obtient que f est de classe C* sur R.
(d) En prenant x = 0 dans 1’égalité précédente, on obtient que f((0) = a™+D/2£(0) =
F(0) — F(0) = 0.

2. On procede par récurrence sur n.
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e Initialisation : on a [ f(t)dt = f(x) — f(0) = f(z) donc la propriété est vraie au rang
n =0.

e Hérédité : soit n € N et supposons la propriété vraie au rang n € N :

flay= [ ) g

n!

On procede par intégration par parties :

+ | sy e
n!

N +1
_ t)”

(n+2) (1) _L
f (t) (n+1)!

: 1 (z — )~ 1 :
Les fonctions f("t1) et z W sont de classe C* sur R. On peut donc faire une

intégration par parties :

T — n+1 z - n+1 T (g n+1
f(a;): _((nf)l)' f(n+1)(t):|0+/0 ((n_i)l)' f(n+2)(t)dt:/0 ((n—z)l)‘ f(n+2)(t)dt.

D’ou la propriété au rang n + 1.
On conclut par principe de récurrence.

3. (a) Toute fonction continue sur un segment est bornée sur ce segment (et y atteint ses bornes).
Appliqué a f sur le segment [—A; A] (ou f est bien continue), ce théoréme permet d’affirmer
que

dM e Ry, Vzel[-A; 4], |f(z)] <M

On sait, d’apres 1.c, que 'on a :¥n € N, Vz € R, f((z) = a®™t1)/2f(a™z). En prenant les
valeurs absolues dans cette égalité et la restreignant au segment [—A; A], on obtient alors

VneN, Voeel[-A44], |f®(@) = |a""TV2| fa").

D’une part, on a : Vn € N, |la|"*t1D/2 < 1 puisque a € [—1;1].
D’autre part, pour tout € [—A; A], on a a"z € [—A; A] puisque a € [—1;1]. Donc, on
peut affirmer que :

VneN, Vrel[-A;A], |f(a"z)| < M

La combinaison de tous ces résultats nous dit alors que
VneN, Vzel[-A4;4], |fM@)|<M
(b) Pour tout n € N, on a
T AL
f(2)| :‘ / Q f<"+1>(t)dtj daprés 2
0 n.

T —tn
< ‘ /0 |gcn‘]’ f(”H)(t)\dt‘ d’apres l'inégalité triangualaire

g‘/ [z~ 4 Mdt
0

n!

d’apres 3.a et le fait que [0, z] (ou [z,0]) C [—A4; 4]

Or, pour tout n € N, on a

- (QU - t)n - (.’13 _ t)n+1 T _ zfﬂ-‘rl ) '
‘/x ’x_ﬂndt‘ _ Jo n! di = [_ (ntll)! }o B (nill)! siwe A
n! t—ax)" t—a)" 90 —x)" .
0 Jy (n!)dt: [((n +)1)! L - ((n+)1)! siw € [-4;0)
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c’est-a-dire

x —tm n+1
’/ |« '! dt‘: 2]
‘x|n+1

(n+1)!

Comme z € [—A; A], on a, par ailleurs, |z| < A, ce qui donne finalement :

Il s’ensuit que :

VneN, |[f(x)] <

An—i—l

Vn e N <

nelN @< oy
(¢c) e SoitneN.

Antl ! A

Untl _ X = — 0
U, (TL + 1)' A n+1 n—+oo
e Par définition de la limite, comme lim Untl _ 0, il existe N € N tel que : Vn > N,
n— Uy

Un+1 < 1
Uy 2

. . uN
e Une récurrence aisée permet alors de montrer que pour tout n > N, 0 < u, < N

Comme enfin — 0, on obtient par théoréme d’encadrement que (u)neN

=N pstoo
converge vers 0, ce qu’il fallait démontrer.
(d) Soit z € [—A, A]. En passant a la limite dans l'inégalité de la question 3.b, on obtient
f(z) = 0. Ainsi, pour tout x € [-A, A], |f(x)] =0. d’ou f(z)=0.

4. Le résultat de la question précédente nous dit que f est la fonction nulle sur [—A; A] pour tout
A € R’ et donc que f est la fonction nulle sur R.

Remarque: On a ainsi démontré que la seule solution possible du probléeme est la fonction
nulle. Comme il est évident que la fonction nulle est bien solution, on peut affirmer que la
fonction nulle est la seule solution de I’équation.




