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Correction du devoir surveillé

Probléme 1. Etude d’une fonction intégrale

On étudie dans ce probleme la fonction F' définie par :

In(t) Qb
1+1¢2

Vx >0, F(m):/
1

La courbe représentative de F' sera notée I'.

1.

(a)

In(t

142
définie comme 'unique primitive d’une fonction continue que s’annule en 1.

Posons ¢(t) = pour tout £ > 0. g est une fonction continue sur R” , donc F' est bien

xX
On a pour tout ¢ €]1,4o00[, g(t) > 0, donc F(z) = / g(t)dt > 0 pour tout x > 1.
1

De méme, pour tout ¢ €]0,1], g(t) < 0, donc F(x) = /xg(t)dt = /1(—g(t))dt > 0 pour
tout 0 < x < 1. ' *

Ainsi F(x) > 0 pour tout x € R% \ {1}, et F(1) = 0.

F est de classe C! sur R* comme primitive d’une fonction continue sur RY.

Pour tout z > 0, on a :

In(x)

Fl(z) = g(z) = 2L

() =) = 122,

Comme g(z) < 0si z €]0,1], g(1) = 0 et g(z) > 0 si z €]1,+0o0[, on en déduit que F
est strictement décroissante sur |0, 1], puis strictement croissante sur |1,+oo[. De plus,
F(1) = F'(1) = 0 et T admet une tangente horizontale en 1.

On détermine le DL2(1) de g. Pour cela, on pose h =x — 1. On a :

(1+h) = In(1+h) — In(1+h) 1 In(l+h)
g _1+(1+h)2_2+2h+h2_21+(h+%2)'
On a
h2
ln(l—i—h):h—?—ko(hz).
1 h2 h2 h2 h2
— = = 1—(h+—)+(h+—)+0(h?) = 1— (h+—)+h%+0o(h?) = 1—h+—+o(h?).
T ( 2)( 2) (h7) ( 2) (h°) 5 (h)
Do :
1 h? h? o 1 5 h? 9. h  3h? 9
g +h) = S(h =) x (L=h+ ) Fo(l?) = S(h =" = ) +o(h) = 5 = == +o(h?).

D’oil en intégrant & présent (en suivant le cours, il faut dire que g est C2...) :

h? R
F(l+h)=FQ1)+ -+ o(h?),

soit finalement : (z—1)2 (z—1)3
F(z) = i - - tollz— 1)%).
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1
1 - In(t
2. Pour tout z > 0,on a F' | — :/x n()dt.
X 1 1 + t2
. 1 1 ) 1
On effectue le changement de variables u = n On a alors du = —t—2dt, soit encore dt = ——du.
U

Et lorsque t: 1 -z, on a u:1— 1/x. On obtient donc :
1 T oln(l/u) 1 /”” In(u)
<x> /1 14 (1/u)? u? “ 1 ur+1 “ (z)

3. (a) On sait déja que ¢ est définie et continue sur R} comme quotient de fonctions continues
sur cet intervalle. Faisons de plus un développement limité de ¢ a I’ordre 1 en O :

() = i(x +o(a2) =1+ o().

Ainsi, ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1.

Remarque. On peut méme en déduire que ce prolongement est dérivable en 0 et que sa
dérivée en 0 vaut 0.
(b) On effectue une intégration par parties :
1

+ | In(t) e

N\
1
- n <L arctan(t)
Les fonctions ¢ + In(t) et ¢ — arctan(t) sont bien de classe C! sur R*. D’ou :

T arctan(t)

F(z) = [arctan(t)In(t)]] _/1 t

= arctan(x)ln(z) — /lm o(t)dt.

(c¢) On cherche la limite de F' en 0. D’une part,
arctan(z) ~g x d’ou  arctan(z)ln(x) ~o zin(z).

Or par croissance comparées, lir% zln(x) = 0, donc lin%) arctan(z)in(z) = 0.
T— T—
D’autre part, puisque ¢ est prolongeable par continuité sur Ry, la fonction intégrale x —
[ ¢(t)dt est continue sur Ry et tend vers — fol ¢(t)dt lorsque x — 0.
On en déduit que F' admet une limite finie en 0, égale a fol ¢(t)dt. Donc F est prolongeable
par continuité en 0 en posant F'(0) = fol o(t)dt.
Enfin, puisque F(x) = F(1/x), on en déduit que
xETooF(x) = IEI_EOOF(UI) = F(0).
Donc I' admet une asymptote horizontale en +o00, d’équation y = F(0).
In(x)

(d) On a lim F'(z) = lim = —o0. Donc F n’est pas dérivable en 0, et I' admet une
z—0+ z—0+ 1 + 2

tangente verticale en 0.

4. (a) Soit k € N et x > 0. On effectue une intégration par parties :

+ | in(t) tk

e
1 f tk+1

%
t k+1
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Les fonction t ~— In(t) et ¢ — t**1 sont de classe C* sur R%. D’on

tk-‘rl T x tk‘ l,k-‘rl tk+1 T
Ii(z) = In(t)| — dt = In(z) — | ——os
k(@) [k+1n( )L /1 T pe @ [(l<:+1)2}1

.’,Ek+1 .’L'k+1 1
- In(z) —
@) S Gy T are

(b) On a pour tout n € N et z > 0,

n n
1—(— 2\n+1 1 -1 n+1,.2n+2
S =S = T s e
k=0 k=0
somme des termes d’une série géométrique de raison —z? # 1. Dot :
1 - k. 2k n+1 ?nt?

(c) Soit n € Net z €]0,1[, on a :

k 2k
F(z) - kzo( ) Ljo( / (1 T 2 0( 1)%t ) In(t)dt
n+1 £ !
/ < t2> n(t)dt‘
n+1 t2n+2 l
/ P n(t)‘ dt
x 2n+2
/ t)dt = Iopt2(x)
(d) On a:
' L2k L2+ 1 1
Jm Do(x) = B o3 @) — o T R @k e

D’ou en passant a la limite dans la majoration précédente (tous les termes convergent !) :

N 1

N, [F(0) =Y oo | = [F(0) — un| < 75273
1
(e) On cherche n tel que ———— < 1072, on obtient n > 4. Donc u4 = 0,92 est une valeur

(2n 4+ 3)2
approchée & 1072 pres de F(0).
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Probleme 2. Endomorphismes cycliques

Partie I. Exemples.
1. Dans cette question, on prend E = R3. Considérons 1’application suivante de R? dans R? :
u(z,y,2) = (62, — 112,y + 62).
(a) Soient v = (z1,v1,21),w = (T2,Y2,22) ER3 et A,y €ER. On a :

AU A+ pw = (Azy + pwo, Ay1 + py2, Az1 + pzz).

u(Av + pw) = (6(Az1 + pz2), (Ax1 + pze) — 11(Az1 + pze), (Ay1 + py2) + 6(Az1 + pz2))
= A(621, 21 — 1121,y1 + 621) + p(622, 9 — 1129, y2 + 622)
= Au(v) + pu(w)

Donc u est un endomorphisme de R3.

(b) On a:
u(1,0,0) = (0,1,0) ; u2(1,0,0) = u(0,1,0) = (0,0, 1).

Ainsi, (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) € Vect(u*(1,0,0)/k € N). Comme ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))
est une famille génératrice de R? (c’est la base canonique !), on a donc :

Vect(u*(1,0,0)/k € N) =
Ainsi u est un endomorphisme cyclique.

2. Dans cette question, on prend E = R, [X]. On considére I’endomorphisme de dérivation u défini
pour tout P € F par u(P) = P’.

(a) Soit Py € FE un polynoéme de degré d > 0. On a :
uF(Py) = Pék) pour 0 < k<d et u*(P)=0pourk>d.

Ainsi, pour tout k € N, uF(Py) € Ry[X]. Comme de plus, Ry[X] est un espace vectoriel, on
obtient :
Vect(uF(Py)/k € N) C Ry[X].

De plus, Vect(uF(Py)/k € N) = Vect(u¥(Py)/0 < k < d), et la famille de polynomes

(Po,u(Py),...,u?(Py)) est échelonnée en degré. C’est donc une famille libre, et
dim(Vect(u ( 0)/k € N)) = d+ 1. Comme on a dimRy[X] = d + 1, on obtient finale-
ment :

Vect(uF(Py)/k € N) = Ry[X].
(b) Prenons Py de degré n (par exemple Py = X™). Alors d’apres ce qu’on a fait, on a :
Vect(uF(Py)/k € N) = R,[X] = E.
Donc w est bien cyclique également.

3. Dans cette question, F est un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit v un endomorphisme
nilpotent d’indice p > 2 (i.e. u? = 0. (p) et uP~l £ Oz(E))-
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(a) Prenons zp € E tel que uP~'(z9) # Op (existe car w?~' # Ogg)). Montrons que
(zo, u(z0), ..., uP~(x0)) est libre : soient Ao, A, ..., \p—1 € K tels que :

Aoxo + Alu(mo) + 4 )\pflup_l(l‘o) =0g.
On applique uP~! & cette égalité :
M Hzg) =0 = Ao =0( car P (zg) # 0g).

On obtient en remplagant Aju(zo) + -+ + Ap—1uP " (z) = Op. En appliquant uP~2, on
obtient A\; = 0, et ainsi de suite, A\ = 0 pour tout k.

Ainsi la famille (xg,u(zq), ..., uP~1(xg)) est libre. Son cardinal est donc inférieur ou égal &
la dimension de E, soit p < n.

(b) = Supposons que u est cyclique, alors il existe o € F tel que :
E = Vect(uF(x0)/k € N) = Vect(xo, u(xo), u? (o), . .., uP 1 (20)).

La famille (zg,u(zo),u?(z0),...,uP~1(x¢)) est donc génératrice, et son cardinal est
supérieur a la dimension de F, soit p > n. Comme on a de plus p < n, on obtient ainsi
que p = n.

< Supposons que p = n. On sait qu'il existe zg tel que (xo, u(zo),. .., u" 1 (xg)) soit une
famille libre. Comme elle est de cardinal n, c’est donc une base de E. Ainsi,

Vect(u®(zo)/k € N) = Vect(zo, u(zo), u?(x0), . .., u" 1 (z0)) = E

et u est bien un endomorphisme cyclique.

Partie II. Etude générale.

Dans cette partie, on note u un endomorphisme cyclique de 1’espace vectoriel F, avec ¥ de dimension
n > 1. On fixe 29 € E tel que E = Vect(u*(z0)/k € N).

1. (a) La famille (xg,u(zo),...,u"(x0)) est de cardinal n + 1 dans un espace vectoriel E de di-
mension n, elle est donc liée.

(b) Tout d’abord, notons que comme E # {0z} et que E = Vect(uF(x)/k € N), alors ¢ # 0.
Considérons 'ensemble A = {k € K/(z0,u(x0),...,u*(x0)) libre}. C’est un ensemble non
vide de N (car 0 € A, la famille (z) étant libre), et majorée par n ((xo, u(zg), ..., u"(xg))
est liée, et toute surfamille de cette famille est donc liée). On en déduit qu’il existe un
entier p, maximal, pour lequel la famille (xg, u(xg), ..., uP(zg)) soit libre.

(c) Par définition de p, la famille (xq, u(x0), . .., uP(xq)) est libre et (zg, u(xg), . .., uP(zg), uP(xq))
est liée. Par le cours, on sait alors que uP™!(xg) € Vect(xg, u(xo), . .., uP(z0))

(d) On procede par récurrence.

e Initialisation. Pour tout 0 < k < p, on a bien u*(xq) € Vect(xo,u(xo), ..., uP(xg))
donc la propriété est vraie aux rang 0 < k < p. Elle est vraie également au rang p + 1
par la question précédente.

e Hérédité. Soit k > p et supposons la propriété vraie au rang k. Montrons la propriété
au rang k + 1.

Par hypothese de récurrence, on a u*(xg) € Vect(xg, u(xo),. .., uP(xo)). Il existe donc
(A0y -3 Ap—1, Ap) € KPTL tels que :

uF(x0) = Nowo + - 4+ Ap_1uP (o) + A\puP (20))-
On compose par u :
w1 (0) = Xou(zo) + -+ + Ap_1uP (o) + AP (20)).

Or on a u(xg),...,uP(xo),uP (z0)) € Vect(wg,u(xo),...,uP(xq)), donc uF+1(zg) €
Vect(xg, u(zg),...,uP(xg)). D’ou la propriété au rang k + 1.
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On conclut par principe de récurrence.

On a montré que pour tout k € N, u*(zq) € Vect(zg,u(x), ..., uP(xo)). Ainsi, on a :
E = Vect(uF(z0)/k € N) = Vect(xg, u(xo), . .., uP(x0)).

La famille (xo, u(zo),...,uP(xo)) est donc génératrice de E. Comme c’est une famille libre
par définition de p, ¢’est donc une base de E. Son cardinal est donc égal a la dimension de
FE, soit p+1=n.

On a montré précédemment que u"(z¢) € Vect(zo,u(xo),...,u" 1(z0)), donc il existe
(Poy -+, Pn—1) € K" tels que :
u"(20) = poto + pru(xo) + - - + pp_1u” " (o).

Dans la suite, on posera P(X) = X" —p, 1 X" 1 —-.. —p1 X — po € K[X].

n—1 _

On a P(u) =u" — pp_1u -+ —piu— poldg € K[X], d’ot en évaluant :

P(u)(x0) = u™(20) = pn—1u™ ' (z0) — - -+ — pru(zo) — pozo = Of.
P(u)(u(x0)) = u"(u(x0)) — pr—1u™" (u(zo)) — - - — pru(u(xo)) — pou(wo)
= u(u"(x0) — pp—1u” (o) — -+ — pru(xo) — poxo) = u(0p) = Og.

De méme, on a P(u)(u*(z0)) = 0g pour tout 0 < k <n — 1.
Ainsi P(u) est un endomorphisme de E qui s’annule sur la base (xg,u(zo), ..., u" (z0)),
c’est donc I'endomorphisme nul : P(u) = 0z g).
On dit que P est un polynéme annulateur de u.
Montrons que (Idg, u,...,u" 1) est une famille libre de £(E) : soient (Ag, ..., \p_1) € K
tels que :

Moldg + \u+ -+ )\n_lu"_l = OL(E)-

On évalue en x :
Aoxo + Alu(xo) + -+ )\p_lun_l(xo) =0g.

Or la famille de vecteurs (xo,u(zq), ..., u" (zo)) est libre dans E. Donc \g = A\j = -+ =
An_1 = 0. Ainsi (Idg,u,...,u"" ') est une famille libre de £(E).

e Supposons qu'un tel polynéome Q = ag+a1 X+ - -+a, X% existe: ¢ < net Q(u) = Oz(E)-
Alors on aurait :
apldg + aru + - -+ + aqu? = Og(p)

Comme @ # 0, il existe a; # 0, et la famille (Idg,u,...,u?) serait liée. Mais alors la
surfamille (Idg,u, . ..,u" 1) serait liée également, ce qui est faux car (Idg,u,...,u" 1)
est libre.

e Soit Q = X" —a,_1 X" ' —--. —a; X — ag un polynéme unitaire de degré n tel que
Q(u) = Og(p). Alors :

1 1

u —pp_1u — - —pru—poldg =u" —ap_ 1" — - —aju — apldg.

D’otu :

Pn1u" b pru+poldp = ap_u" "t + -+ agu+ apldp.
Par unicité de la décomposition d'un vecteur dans la famille libre (Idg,u,...,u""!)
on en déduit :

)

pr =ai pour tout 0 <k <n-—1.

Ainsi P = Q, et P est bien 'unique polynome unitaire de degré n tel que P(u) = 0z ().
Le polynome P est appelé le polynome minimal de u.
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(e) On procede comme précédemment pour trouver ce polynome : on écrit u3(1, 0, 0) en fonction
de (1,0,0),u(1,0,0),u%(1,0,0). Or on a :

u(1,0,0) = (0,1,0) ; w*(1,0,0)=(0,0,1) ; w3(1,0,0) = (6,—11,6).
Ainsi, u*(1,0,0) = 6(1,0,0) — 11u(1,0,0) + 6u>(1,0,0) et le polynome minimal de u est
donc :
P(X)=X3—-6X%+11X — 6.
Partie III. Etude du commutant.
1. Tout d’abord C(u) C L(E) est non vide car 'endomorphisme nul commute bien avec u.
Soient f,g € C(u) et (A, u) € K2. Montrons que \f + pug € C(u) :
wo (Af+pug) = o f+puog=\fou+ ugo= (\f+ ug) o u.
Donc le commutant C(u) = {v € L(E)/uov =vou} est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. On a déja de manicre évidente que pour tout k € N, u* € C(u). Comme de plus C(u) est un
sous-espace vectoriel de L(E), les combinaisons linéaires de tels vecteurs sont aussi dans C(u).
Ainsi pour tout P € K[X], on a bien P(u) € C(u). D’ou I'inclusion K[u] C C(u)

3. (a) Soient deux endomorphismes v et w de C(u). Supposons que v(zg) = w(zp), et montrons
que v = w. On a pour tout k € N*,

v(uF(20)) = v o uF(zg) = uF o v(xg) = u¥ o w(wg) = w(uF(x0)).

Ainsi v et w coincident sur la base (g, ...,u" (z0)). Elles sont donc égales.
(b) Soit v € C(u).
i. Comme (o, ...,u" 1(zg)) est une base de F, donc une famille génératrice de E, il
existe bien (ag,...,a,_1) € K" tel que v(zg) = an_1u™ *(zg) + - -+ + aju(xg) + agzo.

ii. Posons w = ap_1u" ' 4 --- 4+ aju + agldg. On a clairement que w commute avec u
(c’est un polynéme en u !). De plus on a v(zg) = w(zg). Par la question précédente,
on en déduit immédiatement que v = w.

4. On a déja que K[u] C C(u). Réciproquement, on vient de montrer que si v € C(u), alors v € Klu].
On en déduit donc que C(u) = Klu].

5. On sait déja que la famille (Idg, u,...,u" 1) est libre, et qu’il existe un unique polynéme P de
degré n et unitaire tel que P(u) = 0. gy (c’est le polynéme minimal). On va montrer que :

K[u] = Vect(Idg,u, ...,u"b).

Prenons un élément de Ku], il est de la forme A(u) avec A € K[X]. On fait la division euclidienne
de A par P : il existe un couple (Q, R) € K[X]? tels que :

A=QP+R
deg(R) < n

On évalue en u :

A(u) = Q(u) o P(u) + R(u).
Or P(u) = Ogg), donc A(u) = R(u). Comme enfin deg(R) < n, on en déduit que R(u) €
Vect(Idg,u,...,u"'). Finalement, on a bien que :

C(u) = K[u] = Vect(Idg,u,...,u"").

La famille (Idg, u, . ..,u""!) étant libre et génératrice de C(u), c’est donc une base de cet espace,
et dim(C(u)) = n.
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Remarque. On peut en fait montrer les équivalences suivantes : soit u € L(FE),
u est cyclique <  C(u) =Ku] < dim(C(u))=n < le polynéme minimal de u est de degré n.

La preuve de ces équivalences pourra étre vu en deuxieme année.




