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Durée: 3h

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part

importante dans appréciation des copies. Les résultats doivent étre encadrés.

Probléme 1. Etude d’une fonction intégrale

On étudie dans ce probleme la fonction F' définie par :

T In(t)
V. 0, F(z)= dt.

La courbe représentative de F' sera notée I'.

1. (a) Déterminer le signe de F' sur R .

(
(

)

b) Justifier la continuité et la dérivabilité de F' sur RY.

(¢) Calculer F'(x) pour & > 0. En déduire les variations de F.
)

(d Ecrire le développement limité de F' a l'ordre 3 au voisinage de x = 1.

1
2. Montrer que : Vo >0, F(z)=F <>

T

t
3. (a) Soit ¢ la fonction définie sur R par : Vo >0, ¢(z) = M.

Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.

x

(b) Montrer que : Vz >0, F(z) = arctan(z)in(z) — /I o(t)dt.
1

(¢) En déduire que F est prolongeable par continuité en 0. Que peut-on en déduire sur l’allure

deT'en +oc0 ?

(d) Montrer que F' n’est pas dérivable a droite en 0. Que peut-on en déduire de l'allure de I’

au point d’abscisse 0 ?

4. Dans cette question, on cherche & calculer une valeur approchée de F(0).

(a) Pour k € N et z > 0, calculer Ij(z) = / tRin(t)dt.
1

1 n 2n+2
(b) Montrer que : Vn € N, Vz > 0, a2 = kz_o(—l)ka;% + (—1)"+1b.
n
(c) En déduire que pour tout n € N et = €]0,1[, |F(z) — Z(—l)kfgk(x) < Iopta(z).
k=0

n k
-1
(d) On pose, pour n € N, u,, = kz_o (2<k:—|—)1)2
1
Montrer que : Vn € N, |F(0) — uy,| < e
(e) Donner, en détaillant la méthode utilisée, une valeur approchée & 1072 pres de F(0).

5. Tracer 'allure de la courbe T'.
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Probleme 2. Endomorphismes cycliques

Dans tout le probleme, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C).

Pour tout endomorphisme u de E, on note v’ = Idg (application identité de E), et pour tout entier

k+1 k

naturel k, u =u” ou.

SiQX)=q +aX +--+ ¢, X™ € K[X], on pose pour tout u € L(E) :

Qu) = qolde + qru+ - - + gu™ € L(E).

On dit qu'un endomorphisme u de E est cyclique s’il existe un élément xy € F tel que :

E = Vect(u®(x0)/k € N) = Vect(xo, u(zo), u*(x0), . .. ).

Les différentes parties sont dans une large mesure indépendantes.

Partie I. Exemples.

1. Dans cette question, on prend E = R3. Considérons 'application suivante de R? dans R? :
u(z,y,z) = (62,2 — 11z,y + 62).

(a) Montrer que u est un endomorphisme de R3.

(b) Calculer u(1,0,0) et u?(1,0,0). En déduire que u est un endomorphisme cyclique.

2. Dans cette question, on prend E = R,,[X]. On considere ’endomorphisme de dérivation u défini
pour tout P € E par u(P) = P'.

(a) Soit Py € E un polynoéme de degré d > 0. Montrer que Vect(u¥(Py)/k € N) = Ry[X].
(b) w est-il cyclique ?

3. Dans cette question, F est un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit v un endomorphisme
nilpotent d’indice p > 2 (i.e. u? = 0z(p) et uP~t #£ 0£(E))~

(a) Montrer qu’il existe un vecteur zg € E tel que (xq,u(zg),...,uP~ (z0)) soit libre.
Que peut-on en déduire sur p ?

(b) En déduire que u est cyclique si et seulement si p = n.

Partie II. Etude générale.

Dans cette partie, on note v un endomorphisme cyclique de ’espace vectoriel E, avec F de dimension
n > 1. On fixe zg € E tel que E = Vect(u*(zg)/k € N).

1. (a) Montrer que la famille (zg, u(xo),...,u"(xzp)) est liée.

(b) Montrer qu’il existe un entier p, maximal, pour lequel la famille (zg, u(xo), ..., uP(zg)) soit
libre.

Montrer que uP™1(xg) € Vect(xo, u(zo), ..., uP(zp)).

)
(d) Montrer par récurrence que pour tout k € N, u¥(xq) € Vect(xg,u(zo), ..., uP(z0)).
) En déduire que (zq, u(zg),...,uP(xg)) est une base de E, et que p =n — 1.

) Justifier l'existence de (po,...,pn—1) € K" tels que :

u"(xo) = poxo + pru(zo) + - - - +pn_1u"*1(:c0).

Dans la suite, on posera P(X) = X" —p, 1 X" 1 —-.. —p1 X — po € K[X].
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(b) Déterminer I'image par I’endomorphisme P(u) des vecteurs de la base (xq, u(xo), . .., u" 1 (x0)).
En déduire que P(u) = 0z(p)-
On dit que P est un polynéme annulateur de u.
(c) Montrer que (Idg,u,...,u" ') est une famille libre de £(FE).
(d) En déduire que :
e il n’existe aucun polynéme non nul @) de degré strictement inférieur a n tel que Q(u) =
OzE) s
e P est 'unique polynéme unitaire de degré n tel que P(u) = Oz(m)-

Le polynome P est appelé le polynome minimal de u.

(e) Application. Déterminer le polynéme minimal de ’endomorphisme u de la Partie I. 1.

Partie ITI. Etude du commutant.

Dans cette partie, u désigne toujours un endomorphisme cyclique de ’espace vectoriel F, avec E de
dimension n > 1. On fixe z¢ € E tel que E = Vect(u¥(xg)/k € N). On rappelle qu'alors, la famille
(wo,u(z0),...,u" (zg)) est une base de E.

1. Montrer que le commutant C(u) = {v € L(F)/uov = vou} est un sous-espace vectoriel de
L(E).

2. Notons K[u] = {Q(u)/Q € K[X]}. Montrer que K[u] est inclus dans C(u).

3. (a) Soient deux endomorphismes v et w de C(u). Montrer que, si v(xg) = w(xy), alors v = w.
(b) Soit v € C(u).
i. Justifier l'existence de (ag,...,an_1) € K" tel que v(wg) = an_1u™ (xg) + --- +
aru(zg) + apzo.
ii. Montrer que v = ap_1u™ '+ -+ + ayu + apldg.

4. Décrire C(u).

5. Déterminer la dimension de C(u).




