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DS9
Correction du devoir surveillé

Exercice 1

2)

On développe par rapport a la premiere ligne :

2 -3 0 0
0 1
0 2
An+2:An+1+3 .
: 0
- _3
0 0 2 1
1 -3 0 0
2
=Apt1+3X2|9 -0 e el
_3
0 0o 2 1

= An-l—l + 6An

ou la deuxieme égalité est obtenue en développant par rapport a la premiére colonne. Ainsi pour
tout n € N*, on a:
An—l—2 = An—l—l + An

Il s’agit d’une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. On considere
I’équation caractéristique :
P —r—6=0=(r+2)(r—3).

On en déduit qu’il existe o, 8 € R tels que, pour tout n € N* : A, = a(—2)" 4+ 33" On regarde les
conditions initiales :

Ar=1 ; Ay= ‘
On obtient le systéeme suivant :

“20+38=1  _ [l0a=4 (2)-3(1)
da+98 =1 158 =9 2(1)+(2)

2 3
Ainsi a = v et B = £ On obtient finalement :

2 3
A N* A, = —(=2)" + =3".
n € N¥, 5( ) -|-5

Probleme 1.

Préliminaires.
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1. Montrons que P~! est un pseudo-inverse de P :

ptppt=pt . pplp=p ; plp=ppL

2. Notons U un pseudo-inverse de A et soit P € GL,(R). Montrons que P~'UP est un pseudo-
inverse de P~1AP.

(PTYUP)(P'AP)(P7'UP) = P'UPP HYA(PP YWUP =P 'UAUP = P"'UP.
(PYAP)(PT'UP)(P7'AP) = P'A(PPHU(PP ) AP = P"'AUAP = P' AP.
(PT'UP)(P7'AP) = PT'U(PP ) AP = P"'UAP = P"'AUP = (P 'AP)(P"'UP).

Partie I. Etude d’un exemple.

1. Soit (z,y,2) € R3. On a en utilisant la matrice A :
F(r5,2) = (2 + 1,20 + 3y + 2,32 + 5y + 22).
2. Soit (z,y,2) € R3. On a:

z+y=0
flz,y,2) =022 +3y+2=0
3z +5y+22=0

r+y=0
< qy+tz=0
204+ 22=0

z4+y=0
=
y+z=0
On obtient un systéme échelonné réduit, a deux inconnues principales (x et z) et une inconnue
parametre (1). On en déduit ainsi que :

Ker(f) ={(=y,y,—y)ly € R} = Vect((—1,1,-1)).
Ainsi une base de Ker(f) est donnée par f3 = (1,—1,1) et sa dimension est 1.

3. Puisque f n’est pas injective, ce n’est pas un automorphisme de R3, et sa matrice A dans la
base canonique n’est donc pas inversible. On a de plus par le théoréeme du rang :

3 = dim(R?) = dim(Ker(A)) +rg(A) = 1 +rg(A).
Ainsi rg(A) = 2.

4. On pose
f1:(07172)7 f2:(17273)7 f3:(1a_171)
et on note C la famille (f1, fo, f3).

(a) On peut par exemple calculer le déterminant de ces trois vecteurs dans la base canonique
(on développe par rapport a la premiére ligne) :

1 1
2—1:‘
3 1 2 1 2 3

N = O

Donc C est une base de R3.



PCSI5 Lycée Saint Louis

(b) Par le cours on a :
Im(f) = Vect(f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1)) = Vect((1,2,3),(1,3,5),(0,1,2)).

Or f; et fy appartiennent a Im(f). Ces deux vecteurs sont non colinéaires, donc linéairement
indépendants. Comme de plus Im(f) est de dimension 2, on en déduit que (f1, f2) est une
base de Imf. Comme enfin C est une base de R?, on peut conclure par le cours que :

R? = Ker(f) ® Im(f).

01 1

(c) Ona P=Pgec= |1 2 —1]|. Calculons son inverse par l'algorithme de Gauss.
2 3 1

01 1|1 00 1 2 —-1(0 1 0

1 2 -1/0 1 0 = 01 1 {1 00

2 3 1]00 1) "% 2 3 1|00 1

1 2 —-1/0 1 O

= 0 1 111 0 O

fasha=2ly 0 -1 3]0 -2 1

1 2 -1|10 1 0

— 01 11{1 0 0

fachotl 00 41 -2 1

1 2 -1 0 1 0

= 01 1 1 0 0

LseLs/4 00 1 |1/4 —1/2 1/4

12 0|1/4 1/2 1/4

= 0 1 0|3/4 1/2 -1/4

fahemtobiclaths 00 1|1/4 —1/2 1/4

1 0 0|-5/4 —1/2 3/4

— 01 0| 3/4 1/2  —1/4

frehi=2te 00 1] 1/4 —1/2 1/4

-5/4 —1/2 3/4
Ainsi P71 = 3/4 1/2 -1/4
/4 —1/2 1/4

(d) On calcule les images des vecteurs de C par f :

f(fl):(175’9):3f1+f2 5 f(f2):(3711’19):5f1+3f2 5 f(fg):(0,0,0).

On obtient donc la matrice suivante de f dans la base C :

350
A=1[1 30
0 00

On obtient ainsi a =3, 8 =5,v=1,0 =3, et A; = <i) g)
5. Les deux colonnes de A; sont non colinéaires, donc A; est de rang 2 et est inversible. On a par
la formule du cours :
1 1 3 =5 1/3 -5
AT = =- .
det(A;) \-1 3 4\-1 3

Douna =3,8 =-5+ =—-1etd =3.
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3 -5 0
6. Posons U'=| -1 3 0. On vérifie que :
0 0 0
1 00
AU =U0'A=[0 1 0
0 0 0
et que :
1 00
AU A=A x [0 1 0] =4
0 00
1 00
UAU =U x |0 1 0] =U".
0 0 0

Ainsi U’ est un pseudo-inverse de la matrice A’.

7. Par les formules de changement de bases, on a A’ = P~' AP, soit encore A = PA'P~!. Par la
question préliminaire, on en déduit que U = PU'P~! est un pseudo inverse de la matrice A

8. Notons 7 ’endomorphisme canoniquement associé a U A.

(a) On effectue le changement de base pour obtenir la matrice de 7 dans la base C :

PTIUAP = (PT'UP)(PT'AP) =U'A =

S O =
O = O
S O O

(b) On en déduit que 7 satisfait :
m(fi)=f s7(fa)=/fa , 7(fz)=0.

Ainsi 7 est la projection sur Vect(fi, f2) = Im(f) dans la direction de Vect(f3) = Ker(f).
Partie II. Unicité du pseudo-inverse.

1. Calculons le produit AU AU’ :
AUAU = AU' et AUAU' =UAU'A=UA
Ainsi on a bien UA = AU’.
2. 0nalU=UAU = AU'U =U'AU =U'UA = U'AU' = A. D’ou I'unicité du pseudo-inverse.

Partie III. Condition d’existence du pseudo-inverse.

1. (a) On a (AU)? = AUAU = AU par (1). Comme de plus AU est la matrice de f o g dans la
base canonique, on en déduit que f o g est un projecteur.
(b) i. On a déja par l'identité matricielle (3) que fog = go f. Ainsi Ker(fog) = Ker(go f),
et on a l'inclusion immédiate dans Ker(f) C Ker(go f). Réciproquement soit = €
Ker(go f),on a:
gof(x)=0 = fogof(z)=0
Or la matrice dans la base canonique de fogo f est AUA = A, donc on a ’égalité
fogo f=f. Onen déduit finalement f(z) =0, et donc x € Ker(f).
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ii. On a déja l'inclusion immédiate Im(f o g) C Im(f). Réciproquement soit y € Im(f). Il
existe x € R™ tel que y = f(x). On obtient alors en appliquant fog :

fogly)=fogo f(x).

Or la matrice de f o go f dans la base canonique est AUA = A, et donc fogo f = f.
On en déduit donc que :

fogly) = flz) =y.
Ainsi on a bien que y appartient & Im(f o g) et donc que Imf = Imf o g.

(c) Puisque f o g est un projecteur, on en déduit que :
R™ = Ker(fog)® Im(fog).
En utilisant les points (i) et (ii), on en déduit donc que :
R" = Ker(f) ® Im(f).
Ainsi Ker f et Imf sont supplémentaires.

2. (a) Si Ker(A) = {0}, alors A est inversible et admet pour pseudo-inverse A~ d’apres les
questions préliminaires.
Si Im(f) = {0}, alors A = 0,,,, et admet pour pseudo inverse la matrice 0, , (les trois
relations sont satisfaites de fagon immédiates).

(b) Pour tout y € Im(f), on a f(y) € Im(f). Donc Im(f) est bien stable par f et on peut
considérer ’endomorphisme induit sur Im(f) :

7 Imf — Imf

e o f(@)
Cette application est linéaire. Elle est de plus injective car si z € Ker( f), alors f (x) =
0 = f(z) et donc x € Im(f) N Ker(f) = {0} par hypothese. Comme de plus on est en
dimension finie, on en déduit que f est un automorphisme de Im(f).

(c) On s’inspire de 'exemple traité a la partie I. On considere (fi,..., f,) une base de Im(f)
et (frs1,...,fn) une base de Ker(f) (a noté que 1 <r <n —1estlerang de f (r # 0,n
par hypothese), et que n — r est bien la dimension de Ker(f) par le théoreme du rang).
Comme de plus Im(f) et Ker(f) sont en somme direct par hypothese, on en déduit que
C={fi,..., fn} est une base de R".

Regardons la forme de la matrice de f dans la base C :
e pour tout 1 <i <7, ona f(f;) € Im(f)=Vect(fi,...,fr) car Im(f) est stable par f.
Donc il existe ay;,...,a,; tels que :

F(f) = F(fi) = avafi + -, arifr.
e pour tout 7+ 1 < i <n, f(f;) =0.

On obtient donc la matrice suivante A’ de f dans la base C soit de la forme

a1 - ary 0 oo 0
A'=Mate(f)=ar1 -+ ap 0 -+ 0
0 0 0 0
ahn ai,r
Enfin la matrice A; = : : est par définition méme la matrice de f dans la
a?",l PR a’?j:?"
base {f1,..., fr} de Im(f). Puisque f est inversible, c’est donc un automorphisme.
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big - by
(d) La aussi, on s’inspire de la partie I. On considere B; = : : I'inverse de A,
br,l br,r
bip - by, 0 - 0
etU'=|b1 -+ by, 0 --- 0]. On vérifie alors par calcul que :
0 0 0 0

(0)
et que A/U'A" = A", U'AU" = U’. Ainsi A’ admet pour pseudo-inverse U’.

(e) On utilise encore le préliminaire : U = PU’'P~! est le pseudo inverse de A = PA’P~1.

3. Une condition nécessaire et suffisante pour A d’avoir un pseudo inverse est donc que Ker(f) et
Im(f) soient en somme directe.

Remarque. On peut montrer (cf. TD Applications linéaires, ou redémontrez-le) que ceci est
encore équivalent a 7g(f) = rg(f?). Ainsi on a :

A admet un pseudo inverse < rg(A) = rg(A?).

Probleme 2. Etude d’un procédé de sommation

Partie I. Etude de deux exemples

1. (a) D’apres la formule du binéme,

. 1 < /n O~ (1
(b) On a donc : Vn € N, an—znz<k>a—2nz<k>_a.

k=1 k=0
(c) Comme « # 0, les séries Y (ay) et > (a) sont grossierement divergentes.

2. (a) La formule du binéme indique que

. L /n\, 1 "
Vn € N, an:2nk§_:0<k>z zz—n(z—l—l).

(b) On suppose que |z| < 1.

i. Soit n € N. On sait calculer les sommes géométriques. La raison z étant différente de
1— Zn-i—l

n
L) =

n
. 1
Pour |z] < 1, 2" — 0. Ainsi, <§ ak> converge vers
neN

n—-+o0o
k=0

donc > (ay) con-
z

verge et

> 1
A(z):sz: T
n=0
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. R TP T Tp R . z+1 1+ 12

Soit n € N*. On a d’apres l'inégalité triangulaire |a)| = 5 < 2| | < 1let
Z(a;) est donc aussi une série géométrique convergente de somme
n>0

+oo

1 2
*
Zan: AT = T =2A(z)
i. Pour tout n € N, [2"| = |2|™ > |z| > 1 donc (2"),en ne converge pas vers 0. Ainsi, la

série g a, diverge.
n>0

1 n
Pour tout n € N, a) = (—2) , d’aprés la question 2.a. Ainsi, Za; est une série
n>0

1
—2’ < 1 donc Zaz converge.
n>0

. . 1
géométrique de raison —3 avec

. _ 1+e?\" .
D’apres la question 2.a, on a pour tout n € N*, af = < > . Ainsi, (a}) est

n 2 n
o g E(eees)
une suite géométrique de raison r = 5 = 2 = COs (5) e'2. Ainsi,
r| = |cos (%) |. Comme 6 €] — x,0[U]0, 7|, || €]0,1[ et Z(a;ﬁ) converge. De plus,
n>0
ay = = .
P 1—r 1+ e
n=0 1—
2
2 2 _ 2
- ei@ eig (eiig — eig> —Qieig sin (g)
ie~10/2 _cos(6/2)

sn(072) ~ ' T sin(0/2)

Partie II : Etude du procédé de sommation

1. Comparaison des convergences des deux suites.

(a) i

ii.

On a
n\ nn-1)...(n—k+1) nfk
k) k! n—+oo k!
car pour tout p € [|0,k —1|],n—p ~ n.
n——+o0o
nk ekln(n)fnln(2) efnln(2) (1*’“#)
Soit n € N*, on a : gl — I = i
k
Par croissance comparées, on a lim (1 - km) = 1. Ainsi, lim v 0.
n—-+00 n n—-+oo 21 k!

Lo . 1 /n
Par équivalence, nHToo on ( k:) =0.

27 n—-+00

k

n\ a
(b) D’apres la question précédente, pour tout k € [|0, ngl], < ) ko0 Ainsi, ng étant

fixé, Sy, (n) est alors une somme finie de termes de limite nulle et
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(c) Soit € > 0. Comme (an)nen est de limite nulle, il existe un rang N > 0 tel que pour tout
k > N s |ak| <e.
Soit n > N. En sommant les inégalités précédentes pour k allant de NV a n, on a :

AESARESS HHEARE

Or, on a :

|
S 2
UL
N
>~ 3
"
w‘@
SIS
_I_

IN

=2

L
~
> 3
N
[\3‘@
3=
+
(-

RE
= k) 2n

=
Il
o

<

> =

UL

TN
> 3

~
2| 8

3=
_|_
@)

La suite (Sy—_1(n))nen étant de limite nulle, d’apres la question précédente, il existe N’ € N
tel que
Vn > N', |Sn—1(n)| <e. On a alors

Vn > max(N, N'), |a)| = 2

On a donc montré que

lim a, =0
n—-+o0o

1 &< (n
a;—l:2—n <k)(ak—l)
k=0

1 " n N . . ;s . : . *
car o kg_o ( k:) = 1. On se ramene ainsi au cas précédent (a,—! — 0). Ainsi ngrfoo(an—l) =
0 donc lim aj =1.

n—-+oo

(d) On a

1 n
e) Sia, = (—2)" alors (a}) est une suite convergente de limite nulle (car (a )neny = ——
n n 2
neN

et

< 1) alors que (ay,) est une suite divergente car (| — z| > 1). Il n’y a donc pas

équivalence entre les convergences de (ay,) et de (a}).

2. Comparaison des convergences des séries E a, et g a.
n>0 n>0

I
E

(a) Up ap = a5 =ag = So
k=0
1 1
U :2Za’,;:2a8+2a’{:2a0+2ak:25’0+51
k=0 k=0
2 1 2 /o
Uy :4;_004’; = 4dag + 4a] + 4as :4a0+2kz_0ak+kz_o (k)ak

=4dap + 2(ap + a1) + (ao + 2a1 + az) = (ag + a1 + az) + 3(a1 + ag) + 3aop
=S5+ 351 + 35y
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0
1
(b) La formule est vraie pour n = 0 d’apres la question précédente car Z < - 1> S = So.

k=0
Soit n € N tel que la formule soit vraie au rang n. On remarque que

Upt1 = 2" Ty = 2" YT, + al ) = 20U, + 2" a)

D’apres I’hypothese de récurrence, on obtient :

(B ()

k=0
On utilise alors la remarque de I’énoncé pour exprimer ay a l'aide de Sy et Sp_1. Ainsi,

n+1

Unt1 = 22 (ZID +> <nzl>(5k—5k—1)

k=0

En réordonnant les termes, on obtient :

+
k
-~ n—+1 n—+1
() s

Ainsi la propriété est vraie au rang n + 1.
Par principe de récurrence, on peut conclure que la formule est donc vraie pour tout n € N.

Soit n € N*. D’apres la question précédente, on a:

n—1 n n
=2 (1352 ()3 =3 ()

k=0 k=0
car S_1 = 0.

On sait que ) a, converge. Ainsi, (S,)nen converge. Notons S sa limite. On sait alors
que (vp)nen converge vers S. D’apres la question 1.d, on peut alors en déduire que la suite

(vy) converge. vers S.

Un Un

* — —
De plus, pour tout n € N*, T}, = on = 22n+1 2u5 4 nzoo 28.
+oo +o0
On peut donc conclure que la série ), ., a* converge et que Z ay, =2 Z .-
n=0 n=0

4. Si a, = (—2)" alors > a, diverge alors que > a), converge (cf question 2.c.ii). Les séries Y ay,

et > a} ne sont donc pas toujours méme nature.




