
PCSI 5 Note /10

Interrogation de cours 25 du Lundi 2 Mai 2016

Nom et prénom :

1. ( / 2 points) Énoncer (th. + formule) le théorème du rang :
Soit E de dimension �nie, F quelconque, f ∈ L(E,F ). Alors tout supplémentaire de Ker(f) est

isomorphe à Im(f).
dim(E) = rg(f) + dimKer(f).

2. ( / 4 points) Soit f l'application de R3 vers R3 dé�nie par

∀(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = (x+ 2y − z,−x+ y − 2z, y − z).

a) Montrer que f est un endomorphisme de R3.
Soit u1 = (x1, y1, z1), u2 = (x2, y2, z2) ∈ R3, λ, µ ∈ R. On a :

f(λu1 + µu2) = ((λx1 + µx2) + 2(λy1 + µy2)− (λz1 + µz2),−(λx1 + µx2) + (λy1 + µy2)− 2(λz1 + µz2),

(λy1 + µy2)− (λz1 + µz2))

= λ(x1 + 2y1 − z1,−x1 + y1 − 2z1, y1 − z1) + µ(x2 + 2y2 − z2,−x2 + y2 − 2z2, y2 − z2)
= λf(u1) + µf(u2)

b) Déterminer une base du noyau de f .

(x, y, z) ∈ Ker(f)⇔


x+ 2y − z = 0

−x+ y − 2z = 0

y − z = 0

⇔


x+ 2y − z = 0

3y − 3z = 0

y − z = 0

⇔

{
x+ 2y − z = 0

y − z = 0

⇔

{
x+ z = 0

y − z = 0

Ainsi, Ker(f) = V ect(−1, 1, 1) et une base de Ker(f) est (−1, 1, 1).
c) Déterminer le rang de f .

Par le théorème du rang, rg(f) = dim(R3)− dim(Ker(f)) = 3− 1 = 2.

3. ( / 1 points) Compléter :
Si (e1, . . . , en) est une base de E, si (x1, . . . , xn) est une famille de vecteurs de F , alors il existe une
unique application linéaire de E dans F telle que f(ei) = xi pour tout i.

4. ( / 3 points) Compléter (on exprimera F et G en fonction de p et s) :

p ◦ p = p s ◦ s = IdE

F = Im(p) = Ker(p− IdE) = Inv(p) = Ker(s− IdE)
G = Ker(p) = Ker(s+ IdE)


