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Dérivabilité

Dérivabilité

Exercice 1

Soit I un intervalle ouvert de R. Soient f et g : I — R dérivables en a € I. Déterminer les limites

fla+h?) = fla+h)

suivantes:
o JOt D) = fla=2) @)~ f@e@)
z—0 2x z—a T —a h—0 h

Exercice 2
Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes:

a) fo:RY =R,z Vot 427 ot n € N*; o) hiws r?sint  siz #0
0 six=0 "~

) rsing sizx#0 q | e s six #
b)g.:c'—>{0 siz=0 "~ Juie 0 six=0

Exercice 3

On considere la fonction définie par : Vz € [Z, 7], f(z) =

sin(z)

a) Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle que ’on précisera.

b) Sans déterminer f~!, montrer que f~! est dérivable sur un intervalle que I’on précisera et calculer

(f=)"

Exercice 4
Soit f une fonction dérivable sur R.

a) Montrer que f est paire si et seulement si f’ est impaire.
b) Montrer que si f est impaire, f’ est paire. Que dire de la réciproque ?

¢) Montrer que si f est périodique, f’ est périodique. Que dire de la réciproque ?

Dérivées successives, fonctions de classe C"

Exercice 5

. PEPRPSRT R
Soit n > 2, calculer la dérivée n'*™° de

p: R
T (22 +1)e3®

—
—

Exercice 6
Déterminer, pour tout n € N, la dérivée n'*™° de :
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a) fi:xz+rcosdz; ‘ b) fo:x > ePsinx ; ‘ ¢) fa:z— (23 + 22 +1)e?.

Exercice 7

1
On considere la fonction f définie par f(z) =

V1422

a) Montrer que f est de classe C* sur R et admet une dérivée d’ordre n de la forme f(z) =
P(x)

——— ou P, est un polyndme.
(1+ $2)n+% "

b) Montrer que, pour tout entier n € N, on a la relation de récurrence :

Poii= 1+ X%HP, — (2n+1)P,.

¢) Chercher une équation différentielle simple liant f et f’. En appliquant alors la formule de Leibniz,
montrer que :

Vn>1, P+ (2n+ 1)XP, +n*(1+ X?*) P, 1 =0 puis P, = —n*P,_;.

d) Calculer P,(0) pour tout n € N.

2 Propriétés des fonctions dérivables

Exercice 8

Soit a € R et f une fonction continue sur [a, +00] et dérivable sur ]a, +o0] telle que 1irl1 f(x) = f(a).
T—+00

On pose :
0,1 — R

g: f(i+a-1) siz#0
v {f(a) six = 0.

a) Montrer que g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1].
b) En déduire qu’il existe ¢ €]a, +o00[ tel que f/(¢) = 0.

c¢) Proposer une autre preuve de Iexistence d’un tel ¢ sans passer par la fonction auxiliaire g.

Exercice 9
Soit P une fonction polynomiale & coefficients dans R. Montrer que ’équation P(x) = e* n’a qu'un
nombre fini de solutions.

Exercice 10
Soient a,b, A € R tels que 0 < a < b, soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle

que f(a) = f(b) = 0. Montrer que Jc €a, b, f'(c) = —/\@.

Exercice 11
Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) =0 (0 < a < b). Montrer qu'’il existe un point de la
courbe représentative de f ol la tangente passe par 'origine.
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Exercice 12 (Reégle de I’Hopital)
Soient f et g : [a,b] — R, dérivables sur |a, b| telles que Vx €]a, b, ¢'(x) # 0.

f) = fla) _ (o)
g9(b) —gla) ~ g'(c)

membre de gauche est bien défini et on pourra considérer f — Ag, A € R bien choisi.

f'(x) f(@) = f(a)
7 () — [ quand = — a™, (@) = gla)

c¢) Application. Calculer les limites suivantes :

a) Montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que On commencera par justifier que le

aussi.

b) En déduire que si

. x—sinz . In(l1+42z)—=z
lim ——e— ;  lim ———F5——.
a—0 a3 a—0 x

Exercice 13

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) = f(b) = 0. On pose M = sup |f"(z)|.
z€[a,b]

a) A quel type de fonction f correspond le cas M = 0 7 On suppose dans la suite que M > 0.

b) Montrer que pour tout z € [a, b], il existe ¢, €]a,b[ tel que :

(r —a)(x—0)

flay = CEZD) e,
(On pourra introduire la fonction g(t) = f(t) — g(t —a)(t —b) avec A tel que g(z) =0.)
¢) En déduire que : Yz € [a,b], |f(z)| < ¥ (z —a)(z —b), puis que : |f'(a)] < %(b —a).

Exercice 14
Soit f : [0,4+00[— R une fonction dérivable. Montrer que si f’ a une limite finie [ en 400, alors

f(x)

=~ — [ quand x — +00. (On pourra commencer par se ramener au cas [ = 0)
x

R

Exercice 15 R —

On considere la fonction f: ¢ = — eFsiz <0
Tr

f

ax? + bz + ¢ sinon.

Peut-on déterminer a, b, ¢ pour que f soit de classe C2, C3 ?

Exercice 16
Résoudre les équations différentielles suivantes sur R :

a) z(z— 1)y + 2z — 1)y =1, | b) oy —2y=(z—1)(z+1)3.

Exercice 17 R — R ,
On considere f : eV sz >0
T
O0siz <0

a) Montrer que f est continue et dérivable en 0.
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b) Justifier que f est de classe C* sur R¥ et que ¥n € N, 3P, € R[X], Vt € R%, f((t) = Py(})e 2.

¢) En déduire que f est de classe C*° sur R.

Exercice 18
A T’aide des accroissements finis, majorer I’erreur commise dans les approximations suivantes :

1
V10001 ~ 100 ;

1
EELEYUE 1~
0, 9992 PSR

Exercice 19
a) Montrer que V& € R, %ﬂ <In IT‘H <

1
2.
b) En déduire que : Vo € R, (HTx)m <e< (HTI)HI.

¢) Montrer que : Vn € N*, (D" < en

(n41)ntt
n! '

n!

IN

Exercice 20
Montrer les inégalités suivantes :

a) Vo €] — 1,400, 17 <In(l+z) <z ;

2 y—x . _ . y—z
b) V(z,y) € [0,1[%, x <y, J== <arcsiny —arcsinz < T

Suites du type u,.1 = f(uy)

Exercice 21
a) On définit la suite (u,) par : ug € R, Vn € N, upq1 = 2+ 5 sinw,. Etudier la convergence de (uy,).

b) On définit la suite (u,) par : ug € R, Vn € N, uy41 = cos uy,. Etudier la convergence de (uy,).

Exercice 22

On définit la suite (u,) par: up =1 et ¥n € N, upyq = e 4.
a) Montrer que : Vn € N, u, € [1,1].

b) Montrer que (u,) converge. On note ! sa limite.

c¢) Comment obtenir une valeur approchée de [ & 1073 pres ?

1
Soit (un)nen la suite définie par récurrence par uy > 0 et Vn € N, w41 = 1+ = sin

Exercice 23
oo

1
) . On pose

n

1 1
doncf:x»—>1+2sin<> pour x € R*.
T

a) Montrer que f(x) > 0 pour tout z > 0, en déduire que la suite (u,),en est bien définie.

b 3.

Montrer que pour tout n > 2, u,, € [1, 5

3

c¢) Montrer que f admet un unique point fixe sur [1, 5].

)
)
)
)

d) Montrer que f est %—lipschitzienne sur [1, %] et déterminer la nature de la suite (u,)nen-




