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Intégration

Propriétés de ’intégrale

Exercice 1
Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f continue sur [a,b]. Montrer que :

b
[
a
Exercice 2

b
Soit f € C%([a,b]). Montrer que Jc € [a,b], f(c) = bia/ f.

b
= / |f| < f garde un signe constant sur [a, b].
a

Exercice 3 10, +o00[— R,
Soit f € C([0, +o0]) telle que xll)l}_loo f(z) =¢ € R. On définit F : R }E/x (b,
0

Montrer que lim F(z)={.

T—+400

Exercice 4 1 1
Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que / f(t)dt =0 et / tf(t)dt =0.
0 0

Montrer que f s’annule au moins deux fois sur |0, 1.

Exercice 5 1 1
Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs dans R telle que / f(t)dt = 3 Montrer que f admet
0

au moins un point fixe dans [0, 1].

Exercice 6
Soit a et b deux réels tels que a < b, et f et g deux fonctions continues sur [a, b] avec g positive.

a) Montrer qu'il existe un réel ¢ dans [a, b] tel que
b b
| g = s [ gt

b) Soit f continue au voisinage de 0.

(i) Caleuler limy0 75 [y tf (t)dt. (i) Caleuler limg o [** fSt)dt.

Exercice 7
Soit f une fonction continue et positive sur R;. On suppose qu’il existe un réel k positif tel que :

vz eRY, f(z) < k:/ F(t)dt.
0

Montrer que f est nulle.
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Exercice 8 (Lemme de Riemann-Lebesgue.)
Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur un segment [a, b] & valeurs dans R

b
telle que pour tout n dans N, ¢, (f) = / f(t)e ™ dt soit définie.
a

a) Montrer que si f est de classe C! sur [a, b], alors la suite (¢, (f))nen converge vers 0.
b) Etablir un résultat analogue dans le cas ot f est une fonction en escalier sur [a, b].

c¢) Peut-on étendre ce résultat au cas ou f est une fonction continue sur [a,b] ?

Exercice 9 on n
Soient I,, = / o dx et J, = / z"e”"dx. Montrer que (I,) et (J,,) tendent vers 0.
0 z 0

Exercice 10 b

Soient 0 < a < b, déterminer lim cos(nt?)dt.
n—+oo J,

Exercice 11 1
Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Pour tout n € N*, on pose I,, = < / flx ”daz) .

Montrer que la suite (I,,) converge vers M = sup f(z).
[a,b]

Exercice 12 1
Pour tout n € N, on pose I,, = / z" sin(mx)dz.
0

1
a) Montrer que Yn € N, 0 < [, < T En déduire que (I,,) converge vers 0.
n

b) Trouver une relation de récurrence entre I,,_5 et I, pour tout entier n > 2.

¢) Démontrer que l'on a :

2(2p)! K (2p)!
Vp > 0, IQp = (_1)p a2+l + Z(_l) 2k+1 _

Calcul de primitives et d’intégrales

Exercice 13
a) Soit f continue sur [a, b] telle que Vz € [a,b], f(a + b — z) = f(x). Montrer que

/abxf( _a—l—b/f

b) Application : Calculer /0 ﬂ)lls(;v():v) iy
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Exercice 14
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a) t s tsin®t ; . t+1
d)tHet+1) g)tf—)m,
b) t+ sin(Int) ; e) tHlnit . 1
’ ) h) t— ——;
Vit ) -1
1 1 t+1
t— ——— )y t—> ——; i - - .
C) t—l—t(h’lt)2 ’ ) t2(t+1) ’ 1) t 2_t—¢6"
Exercice 15
Calculer :

1 SiseE 1 /s /2 4
a)/x 1 — 22dx ; c) eV¥dr ; e / —dx ;
0 0 ) o V1—2a?

2 e 1
b) / x|z|dz ; d) I, = / t"In(t)dx ; f) / x arctan®(z)dz.
-1 1 0
Sommes de Riemann
Exercice 16
Déterminer les limites des suites de terme général :
n n—1 1
n 1 n (2n)1\ »
2) Zzn2+k27 c) n 25 °) <n"n'> ’
k=1 k=0
1
n n—1 n n
k 1 1 EN\"
b S D P—— 0 (H(H)) ;
= n’+k ni=1+ 3(k/n) P n
Fonctions définies par une intégrale
Exercice 17
Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On consideére la fonction F' définie par :
1
Vr e [0,1], F(z)= / min(z,t)f(t)dt.
0
a) Montrer que F est de classe C2.
b) Calculer F' et en déduire que Va € [0,1], F(z)= [ (ful f(t)dt) du.
Exercice 18
Sans calculer les intégrales correspondantes, déterminer les limites suivantes :
z 2z 2z .t 2z 1/t
. . dt
a) lim [ sin(t?)dt b) lim o) lim [ St d) lim C
=0 J_, z—+oo [, (111 t)z =0 J,. t z—+oo [, t
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Exercice 19

© ) ) 2z cos(t)
On considere pour tout x > 0, la fonction définie par : f(x) = /
xT

t

dt.

8w

a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que : Yz > 1,|f(x)| < =. En déduire la limite de

f lorsque z — 4o0.

b) Déterminer lim f(x).

z—0t

c¢) Montrer que f est dérivable sur R’ et calculer f/(z).

Exercice 20
Etudier les fonctions suivantes :

2z
a) f(z) = / e dt (parité, dérivabilité, limites) ;
x

sin?(x) cos?(x)
b) g(z) = / arcsin(V/t)dt + / arccos(Vt)dt (parité, période, dérivabilité, dérivée, valeurs)
0 0

9

2x 2

t

c) h(z) = / TR TIN (Dy, parité, continuité et dérivabilité en 0, y = x asymptote).
z t?4sin®(t)

Applications des formules de Taylor

Exercice 21 2 2 3
T T T

a) Montrer que pour tout x dans Ry, = — 5 <In(l+z) < zx-— 5 + 3
x? z?2 ozt

b) Montrer que pour tout z dans [0,7/2], 1 — 5 < cosz < 1-— 5 + TR

Exercice 22
Soit z un réel.

n (_1)’(::1;2’@'
a) Montrer que sinz = ngrfoo Z T (2k)

n (—1)kx2k+1

b) Montrer que cosz = ngriloo ;0 W

Exercice 23
Soit f de R dans R de classe C? telle que f et f” soient bornée. On pose My = sup,cg |f(z)| et

My = supyeg |f"(2)]-

a) A Paide d’une formule de Taylor, montrer que :

_2My | hMs

Vo e R,Vh >0, |[f'(z)] < Y >

b) En déduire que :

sup | f'(z)] < 2v/ MoMs.

zeR




