PCSI5 Lycée Saint Louis

—— TD25
Produit scalaire et espaces euclidiens

Produit scalaire et norme euclidienne

Exercice 1
On considere le plan vectoriel R? et on pose pour = (x1,22) et y = (y1,y2) :

<@,y >=2x1y1 + T1Y2 + T2y1 + 222y2.
a) Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur R2.

b) Représenter la boule unité, c’est & dire 'ensemble des x € E tels que ||z|| < 1.

Exercice 2
Soit f,g € L(E) tels que : Yz € B, [|f(2)]| = [|g(2)]].
Montrer que : Vz,y € E, < f(z), f(y) >=<g(x),g(y) > .

Exercice 3 n
Soit n € N*, soient z1,...,z, € R tels que ) ' ; x; = 1. Montrer que : Z — 2 n?.
i=1""

Etudier le cas d’égalité.

Exercice 4
On considere l'espace E = C1([0,1],R) et on pose :

1
VMNE,<ﬁg>JﬂMU+Af%M®#

a) Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur F.
b) Etablir que :
1 2 1
wren (sw+ [ ron) <2(rwrs [ o).
0 0

Exercice 5
On considere I'espace E = M,,(K) et on pose : < M, N >=Tr(*MN).

a) Montrer que < -, - > définit un produit scalaire sur E.
n n n

b) Etablir que : VM € E, (Z mii)? < nz me]
i=1 i=1 j=1

¢) Montrer que 'orthogonal du sous-espace S, (R) des matrices symétriques réelles est le sous-espace
A, (R) des matrices antisymétriques réelles.
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Orthogonalité

Exercice 6
Soient F' et G des sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien réel F, et soit A une partie de E.
Montrer que :

At =Vect(At ; FnGt=F+6)t ; Fr4Gtc(FnG)*t.

Montrer I’égalité lorsque F est de plus de dimension finie.

Exercice 7 +oo
On considere F = {suites réelles nulles & partir d’un certain rang} et on pose < u,v >= Z UpUn-
i=0
+00
On définit F' = {u € E| ZU“ = 0}.
i=0

a) Montrer que < -,- > est bien défini et est un produit scalaire sur E.
b) Montrer que F+ = {0g}.

¢) En déduire que F' ¢ (FJ-)J' et que F® F+ #E.

Exercice 8
On pose u; = (0,1,1,1),uy = (1,0,1,1),u3 = (1,1,0,1),ug = (1,1,1,0). Montrer que (uq, uz, us, uq)
est une base de R*. L’orthonormaliser.

Exercice 9
On considere une famille de vecteurs unitaires (ej,...,e,) de E espace euclidien de dimension n,
vérifiant la relation suivante :

P
Yo eE, |v|? :Z < ep,v>2.
i=1

Montrer que la famille (e, ...,ep,) est orthonormale, puis que c’est une base orthonormale de E. En
déduire que n = p.

Exercice 10
Soit E un espace euclidien, soient f,g € L(F) tels que fog = go f. On suppose que les matrices de
f et g dans une base orthonormée sont respectivement symétrique et antisymétrique. Montrer que :

VeeE, < f(x)g(x)>=0,

et
vee E, |[(f —g)@Il =I(f+g)@)Il
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Projection orthogonale

Exercice 11
On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
Soit F' le sous-espace vectoriel de R* défini par le systeme d’équations :

1 +x2+x3+734 =0
Ty —x9+23—2x4=0

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'.

Exercice 12
Soit E un espace euclidien. Soit u € E, u # 0 et soit H = (Vect(u))*. Soit p la projection
orthogonale sur H et s la reflexion par rapport a H.

a) Montrer que :

<xu >
Vo € E, p(x):x—%
u

b) Montrer que :
<z,u>

Vee E, s(x)=z-—2
[|ul[?

Exercice 13
Soit E' un espace euclidien.

a) Soit p € L(FE) un projecteur. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si

Ve,ye B, <p(zx),y>=<uzply) >.

b) Soit s € L(E) une symétrie. Montrer que s est une symétrie orthogonale si et seulement si

Ve,y e E, <s(x),y>=<uz,s(y) >.

Exercice 14
Soit p un projecteur de F espace euclidien. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement
si:

Ve e E, |[p(z)]] < [zl

Exercice 15
Sur R[X], on définit :

1
< P,Q >:/ P(t)Q(t)dt.
0
a) Montrer que < -,- > est un produit scalaire.

b) Trouver une base orthonormée de Ry[X] pour ce produit scalaire.

¢) Calculer le minimum pour (a,b) € R? de :

1
/ (t? — at — b)%dt.
0
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Exercice 16

On munit M,,(R) du produit scalaire usuel.

Soit U la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Soit M € M, (R). Calculer :

inf ||M —al —0U||.
(a,b)€R?

Exercice 17 (Déterminant de Gram)
Soit vy, ..., v, des vecteurs d’un espace euclidien (F, < -,- >). On définit le déterminant de Gram de
ces vecteurs par :

<v1,v1 > ... <U1,Up >

Gram(vy,...,vp) = : :

<Un,vl> <Unyvn>

a) Etablir I’égalité suivante pour tout A\,..., A\, € Keta € E :

Gram(vy,...,vp,a) = Gram(vi,...,vp,a+ A\v1 + -+ A\pvp).
b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, (v1,...,vp,) une base de F. Soit a € E.
Montrer que :
Gram(vy, ..., vy, a) = Gram(vy, ..., vp)d(a, F)?.

Polynomes orthogonaux

Exercice 18
On considere l'espace E = R, [X], et on pose :
1
<PQ >:/ P(t)Q(t)dt.
0

)=

a) Montrer que < -, - > définit un produit scalaire sur F.

Pour tout 0 < p < n, on pose L,(X XP(X —1)P).
b) Montrer que L, est un polynoéme dont on précisera son degré et son coefficient dominant.

c) Calculer par intégration par parties < Ly, L, > pour p # ¢. En déduire que (Ly,...,Ly) est une
base orthogonale de R,,[X].

d) Déterminer enfin la norme euclidienne de L.

Exercice 19
L’espace R,,[X] est muni du produit scalaire défini par :

1
<PQ >:/ P)Q(1)dt.
0
a) Justifier I'existence et I'unicité d’une suite po, ..., p, telle que :

X(X-1)...(X=n+1) 72”3 pi
(X+1)(X+2)...(X+n+1) _i:0X+z‘+1'

b) Montrer que P(X) =po+p1X + -+ + p, X" est orthogonal a R,,_;[X].
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c¢) Calculer < P, X™ >, montrer que < P, P >=p,, < P, X" >, puis déterminer ||P||.

d) En déduire la distance J,, de X" a R,,_1[X].

Exercice 20 (Polynoémes orthogonaux)
On considére une fonction continue strictement positive w : [a,b] — R, et on pose :

VPO € Ry[X], < P,Q>— / PO wt)d

a) Montrer que < -,- > est un produit scalaire sur R,,[X].

b) Etablir 'existence et 'unicité d’une base orthonormée de polynémes (P, Pi,...,P,) tels que
deg(Py) =k et < X¥ P, >> 0 pour 0 < k < n.

En déduire que pour tout 1 < k < n, P; est orthogonale a Ry_1[X].
c¢) Etablir, pour 0 < k < n, qu’il existe ag, bg, ¢ (avec cg = 0) tels que :
X Pr(X) = apPprs1 (X) + bpPr(X) + cx Pe_1(X).
Comparer les deux nombres ¢ et ap_1.

d) Montrer que < Py, 1 >= 0 pour k > 1, puis en déduire que Py a au moins une racine x; appartenant
a |a, b en laquelle il change de signe.

e) On note alors z1,. ..,y les racines d’ordre impaires de P} appartenant a |a,b[. En considérant le
produit scalaire < Py, (X — 1)...(X — x,) >, en déduire que nécessairement p = k, et que les
racines de Py sont simples, réelles et dans |a, b|.

Représentation des formes linéaires et applications

Exercice 21 (Théoréme de représentation de Riesz)
On considere un espace euclidien F.

a) Montrer que 'application v — ¢, =< v,- > est un isomorphisme de E dans L(E,R).

Ainsi pour toute forme linéaire ¢ sur E, il existe un unique vecteur v € E tel que :
Vee E, ¢(r)=<wv,x>.

b) Montrer que H est un hyperplan de E si et seulement si c¢’est 'orthogonal d’un vecteur non nul.

Montrer que deux hyperplans sont identiques si et seulement s’ils sont orthogonaux a une méme
droite vectorielle.

Exercice 22 (Adjoint d’un endomorphisme)
On considére un espace euclidien FE, et f € L(E)

a) Montrer que pour tout y € E, il existe un unique vecteur f*(y) tel que :

Vee E, < f*(y),z>=<y,f(r)>.

b) Montrer que Papplication f*:y € E — f*(y) € E est linéaire. On 'appelle 'adjoint de f.
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c) Soient f,g € L(E) et A\, u € R. Quel est 'adjoint de f* ? de A\f + ug ? de fog?
d) Montrer que dans toute base orthonormale de F, la matrice de f* est la transposée de celle de f.

e) Montrer que :
Ker(f*) =Im(f)* et Im(f*)= Ker(f)*.

f) Soit p € L(FE) un projecteur. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si p = p*.

Exercice 23 (Produit vectoriel dans R?)
On considere R? muni de son produit scalaire usuel. On note B la base canonique de R3.

a) Soient vy, ve € R3. Montrer I'existence d’'un unique vecteur w € R? satisfaisant :
Yo eR3, <w,v>= dgt(vl,vg,w).

Ce vecteur est appelé le produit vectoriel de v et vo, et noté vy A vg.
b) Montrer que l'application (v1,v2) — v1 A v est bilinéaire alternée.
¢) Montrer que v A vy est nulle si et seulement si v et vy sont liés.

d) Montrer que si v; et vo sont linéairement indépendant, alors vy A vg est orthogonal & vy et & vy, de
norme égale a [|v1]| % [|vz]| X sin(€) ou @ est angle non orienté entre v; et vo.

e) Déterminer les coordonnées de v; A v9 dans la base B en fonction de ceux de vy et vs.




