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TD8

Ensembles et applications

Ensembles

Exercice 1
Montrer les égalités suivantes :

i Yl @ e gl

neN*

Exercice 2
Soit F un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Comparer les ensembles suivants :

a) P(AUB) et P(A)UP(B) ; | b) P(ANB) et P(A) NP(B).

Exercice 3
Soit E un ensemble et A, B, C trois sous-ensembles de E. Montrer que :

a) AC B& P(A) C P(B) d) ANB=ANCet AUB=AUC < B=C;
b) AUB=ANC<BCACC; e) (A\B)U(A\C)=A\(BNC(O);
¢c) AUB=ANB& A=B; f) (A\B)\(A\C)=(A\B)nC = (ANnC)\B.

Exercice 4
Soit E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On pose AAB := (A\ B)U (B\ 4) la
différence symétrique entre A et B.

a) Montrer que : VA, B € P(E), AAB = BAA, AAl=A, AAA=0.
b) Montrer que : YA, B € P(E), AAB = AAB.
¢) Montrer que : VA, B,C € P(E), AAB = AAC & B=C.

Exercice 5
Soit F un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Résoudre dans P(F) les équations suivantes :

a) XUA=B | b)) XNA=B

Exercice 6
Soit E un ensemble, n un entier naturel non nul et Ag, A1,..., A, des sous-ensembles de F tels que

P=AyCAC...CA,=FE.

On pose pour tout k dans [1,n], By = Ag \ Ax—1. Montrer que (B1, B, ..., B;,) est une partition de
E.
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Applications

Exercice 7
Soit E un ensemble, A et B des sous-ensembles de E.

a) Déterminer les fonctions caractéristiques de A, AN B, AU B en fonction de 14 et 1p.

b) Retrouver, a 1’aide des fonctions indicatrices, que AN B=AUB < A=B.

Exercice 8
Déterminer si les applications suivantes sont injectives, surjectives ou bijectives :

a) fi :]0,+oo[—>R+,:cb—>x+l; d) f1:R* = R% (z,y) = (z +y,2y) ;
x
1 e) f5: R = R, (z,y) =z —y*;
b) fo:[l,+o0]= Ry, z—x+ —;
N si n est pair

sinon.

: 2
¢) f3:R2 = R2, (2,y) = (2 —y,—20 +2y) ; 2 f6'N%Z’“H{ SRS}

Exercice 9
E = F =N. On définit f par : Vn € N, f(n) = 2n ; puis g par :

Vn e N,g(2n) =net g(2n+1) =0.

f et g sont-elles injectives 7 surjectives ? Calculer g o f puis f o g. Conclusion ?

Exercice 10
On définit f: R\ {—1} — R par Vo € R\ {-1}, f(z) =

Résoudre f(x) =y. f est-elle injective 7 surjective ?

x
1+

Exercice 11
Soit P := {z € C|Im(z) > 0} et D := {z € C||z] < 1}. On considére l'application définie par

—1
Mz) = P

a) Montrer que I'application h est bien définie sur P a valeurs D.

b) Prouver que h est une application bijective de P vers D et déterminer h~' la réciproque de h.

Exercice 12
Montrer que 'application f : N> — N*, (m,n) + 2™ (2n + 1) est bijective.

Exercice 13
Soit E et F' deux ensembles. Montrer qu’il existe une application injective de E dans F’ si et seulement
si il existe une application surjective de F' dans FE.

Exercice 14
Soit f: E — F et g: E — G deux applications. On considere 'application h : £ — F' x G définie par

Ve € E,h(z) = (f(x), 9(x))-



PCSI5 Lycée Saint Louis - Paris

a) Montrer que si f ou g est injective, alors h est injective.

b) On suppose f et g surjectives, h est-elle surjective ?

Exercice 15
Soit E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On consideére 'application

f:PE) — P(A) xP(B)
X - (XNAXnNB).

a) Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
b) Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = ().

c¢) Dans le cas ou f est bijective, déterminer son application réciproque.

Exercice 16
Soit F un ensemble et f une application de F vers E.

a) Supposons que fo f = f. Montrer que si f est injective ou surjective, alors f = Idp.

b) Supposons que fo fo f = f. Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Exercice 17
Etant données trois applications f: E — F, g: FF — G, h: G — E, établir que :

a) si deux applications g o f,ho g, f o h sont bijectives, la troisietme ’est aussi.

b) si deux des applications fogoh,goho f,hogo f sont injectives (resp. surjectives) et la troisieme
est surjective (resp. injective), alors f, g, h sont bijectives.

Image directe, image réciproque

Exercice 18
Soit f la fonction de R vers R définie par f(z) := cosx pour tout x dans R. Déterminer les ensembles
suivants :

FR), f([0,7]), f([=m/2,7/2]), F71({0}), f71({V3/2}), £71([0,1))
FHAHOD, FUHH0Y), fHf 0, 7r/2D)), f(FH((0,1])).

Exercice 19
Soit F et F deux ensembles et f une application de £ dans F.

1. Montrer que, si A, B et C sont des parties de F, alors
FUBUC) = FUBYUFNO),
fHBNC) = fH(B)nfH0),

FHAY) = A

2. Soient M et N des parties de E.
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(a) Montrer que
F(IMUN) = f(M)U f(N),
FIMON) C f(M)N f(N).
Donner un exemple ot f(M NN) # f(M)N f(N).
(b) On suppose que f est une injection. Montrer que f(M N N) = f(M) N f(N).

(c) Montrer que, si pour tout couple (M, N) de parties de E, on a f(MNN) = f(M)N f(N),
alors f est injective.

Exercice 20
Soit E et F' deux ensembles, et f une application de F vers F'.

1. Montrer qu’on a VA C E, A C f~1(f(A)).
2. Montrer que f est injective si et seulement si pour tout A C E, A = f~1(f(4)).

3. Montrer qu'on a VB C F, f(f~(B)) C B.

e

. Montrer que f est surjective si et seulement si pour tout B C F, B = f(f~'(B)).

Exercice 21
Soit F et F' deux ensembles, et f une application de E vers F'. On considere les applications :

[ P(B) > P(F) [ PF) > P(E)
¢‘{ A ofay ‘”'{ B — (B

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f est injective ; ‘ (b) ¢ est injective ; ‘ (c) ¢ est surjective.

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f est surjective ; ‘ (b) ¢ est surjective ; ‘ (c) ¢ est injective.

Relations d’équivalence

Exercice 22
Soit F et F' deux ensembles et f une application de F vers F. On définit la relation R sur E en
posant :

Ry < f(x) = f(y).

Montrer que R est une relation d’équivalence sur E. Décrire les classes d’équivalence de cette relation.

Exercice 23
On définit la relation R sur R par

TRy & 22—y’ =zx—y.
a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

b) Soit x un élément de R. Déterminer la classe d’équivalence de x.




