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TD9
Ensembles usuels de nombres

Nombres entiers, décimaux, rationnels

Exercice 1

Soit (a,b) € Q2 tels que va ¢ Q et Vb ¢ Q. Montrer que v/a + Vb ¢ Q.

Exercice 2

b
Soient x € R\ Q, (a,b,c,d) € Q* tels que ad — be # 0. Montrer que ar +

cr+d

¢ Q.

Exercice 3
On considere un homomorphisme de R dans R, c’est a dire une application non nulle f définie de R
dans R vérifiant Va,y € R, f(z +y) = f(z) + f(y) et f(zy) = f(x)f(y).

1. Montrer que f(1) = 1, puis que f(x) = x pour z € N, pour & € Z et pour x € Q.
2. Montrer que f(22?) > 0 pour tout z > 0. En déduire que f est croissante.

3. Montrer que f(z) = x pour x € R a 'aide de suites de rationnels convergeant vers x.

Borne supérieure

Exercice 4
Déterminer les bornes supérieures et inférieures des ensembles suivants :

1‘{n+5_n€N} 2.{i+(_1)n;n€N*} 3. {7z - E(yz); 2 €N}

n+1"’

Exercice 5
1. Soient A et B deux parties non vides majorées de R.

(a) Montrer que, si A C B, alors sup(A) < sup(B).
(b) Montrer que AU B est admet une borne supérieur et déterminer sup(A U B)
(c) Montrer que AN B est majorée. Peut-on déterminer sup(A N B)?

2. On suppose désormais que A et B sont deux parties non vides bornées de R.

(a) On note —A = {—xz,z € A}. Montrer que sup(—A) = —inf(A).
(b) On pose AB = {zy,x € A,y € B}. A t-on sup(AB) = sup(A) sup(B)?

Exercice 6
Soit A une partie bornée et non vide de R. On appelle diametre de A et on note §(A) le réel

sup{|z — y| ; (z,y) € AQ}.

1. Justifier existence de 6(A)
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2. Montrer que 6(A) < sup(A) — inf(A).
3. Montrer que : Ve, 3(x,y) € A2, |z —y| > sup(A4) —inf(A) — €

4. Conclure

Exercice 7
Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction croissante.

—_

. Montrer que {z € [a,b] ; f(x) > x} admet une borne supérieure s dans R.

[\

. Montrer que f(s) > s.
3. Montrer que s est un point fixe de f (f(s) = s).

4. Donner un exemple de fonction décroissante de [0, 1] dans [0, 1] sans point fixe.

Exercice 8
Déterminer les ensembles :

I:[j[—LH, :[W]—;i{,](:Lﬂmn+H

neN* nel

Exercice 9
Si I et J sont deux intervalles de R tels que I NJ # (), montrer que I U J est un intervalle de R.

Partie entiere

Exercice 10
Montrer que pour tout (z,y) € R?,

1.z <y=|z] < |y,

2. x|+ |yl < |z+y] <[=]+[y] +1

Exercice 11
Montrer que pour tout n € N* et pour tout z € R,

{M?J =|z| et ”z—:l {:r—l— fLJ = |nz|.

k=0

Exercice 12
1. Pour xz € R, montrer que |z]| = L%J + L‘TTHJ

x + 2% . . . X
2. Montrer que pour z € Ry, [z] = Z {ZkHJ apres avoir donné un sens a cette somme.
k>0




