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1 Ensemble des matrices

Dans tout le chapitre K désigne I’ensemble des nombres réels R ou des nombres complexes C.

1.1 Définitions
Définition.
Soient n et p deux entiers > 1.

e On appelle matrice a n lignes et p colonnes ou matrice n x p tout tableau de np éléments
de K rangés sur n lignes et p colonnes. Les éléments constituant une matrice n X p sont
appelées coeflicients de la matrice et les entiers n et p sont les dimensions de la matrice.

e Si A est une matrice n x p, on notera a;; ou [A]; ; le coefficient de la i-ieme ligne et de la
j-ieme colonne et on écrira :

ain a2 - aip
a1 a2 - Q2
A= (a;j)1<i<n = ) . )
1<5<p
Gp1 Ap2 - Adnp

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le nombre de lignes et le nombre de colonnes, on pourra noter
plus simplement A = (a; ;).

e L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes est noté M,, ,(K).

1 0 =2

Exemple. A = < 3 1 s

> € M 3(K). La matrice A est de dimension 2 x 3 et on a par exemple
2(1172 = O, azs3 = 5.

Exemple. Matrices élémentaires.
Dans M, ,(K), on définit pour tout 1 <7 <n, 1 < j <p la matrice notée E; ; suivante :

0 ... 0 0
E,;j=|0 1 0],
0 0 0

ol I'unique coefficient non nul égal & 1 est en position (4,j). Les n x p matrices E;; sont appelées
matrices élémentaires.

Définition.
e Toute matrice n x 1 est appelée matrice colonne et toute matrice 1 X p est appelée matrice

ligne. On identifie les matrices 1 x 1 avec K.

e La matrice nulle de M,, ,(K) est la matrice dont tous les coefficients sont nuls. On la note
Onp, ou 0y sin = p.

e La matrice identité d’ordre n est la matrice de M,, ,,(K) dont tous les coefficients diago-
naux sont égaux a 1, les autres étant égaux a 0. Cette matrice est notée I,,.
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1.2 Opérations sur les matrices

Addition et produit par un scalaire

Définition.
e Si A, B € M,,,(K), on définit la matrice A+ B de M,, ,(K) par :
v (i,j) € [L,n] x [L,p], [A+ Blij = [Alij + [Bli;-
e Si Ae M, ,(K) etsi)eK est un scalaire, on définit la matrice AA de M,, ,(K) par :

v (i,5) € [L,n] x [1,p], [NAli; = A[Ali ;.

Remarque. L’addition de deux matrices de dimensions différentes n’est pas définie.

Exemple.
2 —% S+ 2 -5 | =
—= 5 -1 0
2

— Propriété 1 (de I'addition)

L’addition dans M,, ,(K)
(1) est associative : V (4, B,C) € (M, ,(K))*>, (A+B)+C=A+ (B+C).

La somme de trois matrices A, B, C pourra ainsi étre notée A+ B + C' sans parentheses.
(2) est commutative : V (4, B) € (M,,,(K))>, A+ B =B+ A.

(3) admet pour élément neutre la matrice nulle 0,, : V A € M, ,(K), 0,, + A =
A+0,,=A.

(4) est telle que tout élément admet un inverse : V A € M, ,(K), 3 B € M, ,(K),
B+ A=A+ B =0. Cet inverse est unique, c’est B = —A.

Preuve. Soient A = (ai’j)lgign, B = (bi,j)lgign et C = (Ci,j)lgign des matrices de ./\/lmp(K).
1<5<p 1<j<p 1<5<p

(1) Pour tout (i,7) € [|1,n|] x [|1,p|], on a :
[A+ (B+O)ij = aij + (bij+cij) = (aij +bij) +cij = [(A+ B) + Cli .
Donc A+ (B+C)=(A+B)+C.
(2) Pourtout (i,7) € [|1,n|]x[|1,p|], [A+Bli; = a; j+b;i; = b j+a; j = [B+A]; j. Donc A+B = B+A.

(3) Pour tout (i,5) € [|1,n]] x [|1,p|], [A + Onplij = aij +0 = a;;. Donc A +0,, = A. Par
commutativité de +, 0,, + A = A.

(4) Posons B = —A. Alors pour tout (i,7) € [|1,n|] x [|1,p[], [A+ Bij = aij — a;j = 0. Donc
A+ B = 0,,. Par commutativité de +, B+ A = 0,,,. Enfin, si B’ est un autre inverse de A, on
a par associativité de + :

B= (B +A)+B=B+(A+B)=HB.



PCSI5 Lycée Saint Louis

O
— Propriété 2 (du produit par un scalaire)
(1) VAEK, VY (4,B) € (Myp(T)* AMA+ B) = AA + \B.
(2) V(A p) eKEVAEM,,(K), (A+p)A=AA+ uA.
(3) V(A p) e KAV A e M, ,(K), AM(pA) = (\p)A.
Preuve. La preuve est analogue a la proposition précédente et laissée en exercice. O

Produit de deux matrices
Définition.
Soit A € My, ,(K) et B € M, 4(K), on définit la matrice C' = A x B de M,, 4(K) par :

v (17]) € [[1’”]] X [[1)(]]]’ [C]id = Z[A]l,k[B]kJ
k=1

Remarque.

e Pour calculer le coefficient [C]; j, on procedera selon le schéma ci-dessous (ou I'on a représenté
en gras les coefficients de A et B utiles au calcul de ¢; ;) :

by - by - big
bpi -+ bri -+ by

a/:l’l DY a/17k e al,p k) ) 7J "q 0171 PEEEY Cl,j DY Cl7q
b1 -+ bgi -+ b

ai71 PEEEEY ai7k PR ai,p p7 p’J p7q fr— cl’l DY Cihj PR Cl’q

an71 .. an,k ... an7p Cn,l DR cn7] ... Cn7q

e Pour pouvoir effectuer le produit de A par B, il faut impérativement que le nombre de colonnes
de A soit égale au nombre de lignes de B.

Exemple. On considere les matrices A, B, C suivantes :

3 95
2 1 -3 1 0
A=) s ) c=(o1)
0 2 4 0 O 01

Calculer, s’ils sont définis, les produits deux a deux de ces matrices.

Remarque. Considérons le systeme linéaire & n équations et p inconnues suivant :

a1,171 + -+ a1,pTp = bl
a2171 + -+ +agpry = bo

An1%1 + -+ AppTp = by
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On avait introduit alors la matrice des coefficients associée au systeme A = (a; ;)1<i<n, la matrice

1<j<p
by €1
colonne B = | : | des seconds membres, et la matrice colonne X = | : | des inconnues. Avec le
by Tp
produit matriciel introduit ici, le systéme (S) précédent se réécrit ici sous la forme AX = B. Ainsi, le
p-uplet (z1;...;2,) € KP est solution du systeme (S) si et seulement si X est solution de I’équation
matricielle AX = B.
Remarques.
I
e Si X =11 |€M,pi(K)est une matrice colonne, et si A € M,, ,(K), alors AX est la matrice
Tp
colonne :

AX =2:1C1 + - -~ +.’L'pCp,

ou C; sont les colonnes de la matrice A. AX est donc une combinaison linéaire des colonnes de
A.

e De méme, si X = (xl .. :En) € M, (K), alors XA est la matrice ligne :
XA=x1l1+--+zyLn,
ou L; sont les lignes de la matrice A.

e Soient A € M,, ,(K) et B € M, 4(K). La j-ieme colonne de AB est le produit de A par la j-éme
colonne de B (1 < j < ¢q). La i-éme ligne de AB est le produit de la i-ieme ligne de A par B
(1<i<n).

— Propriété 3 (du produit matriciel)
(1) Le produit matriciel est associatif :
V (A, B,C) € My ,(K) x My, ,(K) x My ,(K), (AB)C = A(BC).
Ainsi, le produit de trois matrices A, B et C pourra étre noté ABC sans parentheses.
(2) Le produit matriciel est distributif par rapport a ’addition :
V (A,B,C) € My ,(K) x M, ,(K) x M), 4(K), A(B+C)=AB+ AC,

et
vV (A,B,C) € Mmp(K) X /\/lmp(K) X MM(K), (A+ B)C = AC + BC.

(3) V(A,B,C) € My, ,(K)x M,y (K)x M, 4(K), VA € K, \(AxB) = (M) xB) = Ax(AB).
(4) Pour toute matrice A = (a; ;) de M, p, on a:

Inx A=A et AxI,=A,
Op x A=0,, et AX0p,=0n,

Preuve. Montrons 'associativité du produit matriciel (les autres points se démontrent de la méme

fagon). Soient A = (ai,j)1<i<n, B = (bi,j)1<i<p et C = (Ci,j)1<i<q des matrices. Alors A x (B X
1<5<p 1<j<q 1<j<r
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C),(Ax B) x C e M, ,(K), et pour tout (i,1) € [|[1,n|] x [|1,7|], on a:

p p q p q
[A X (B X C)]U = Zai’j[B X C]j,l = Zam' ij,kckl ZZ& i,j ]k:Ck:l
j=1 j=1 k=1

7=1 k=1
et
q P q
[(A X B Z A X B kaJ = Z Zam 4,k Ch,l ZZ kaJ
k=1 k=1 j=1 =1 k=1
Donc (AB)C = A(BC). O
Remarques.

1. Le produit matriciel n’est pas commutatif, comme le montre I’exemple suivant :

01x00—10#00—00x01

00 1 0/ \0 O 0 1) \1 0 00

2. Contrairement a ce qui se passe pour la multiplication dans K, on peut avoir AB = 0,4 avec
A # 0,y et B #0,,. Par exemple,

(0 0)< (0 0)=(0 o)

Exercice. Produit de matrices élémentaires dans M,, ,,(K).
Montrer les formules suivantes :
Eix X B j =01 E; j

ou J est le symbole de Kronecker : 6,y =1sik=1,0sik #1.

e Les lignes de E; ;, sont nulles, sauf la ¢“*°. Donc les lignes de E; ;, X £ ; sont nulles, sauf peut-étre
la Zeme

e Les colonnes de Ej ; sont nulles, sauf la j*"¢. Donc les colonnes de E;; x Ej ; sont nulles, sauf
peut-étre la j¢¢

e Le seul coefficient de E;j x Ej; qui peut étre non nul est donc en position (i

,7), et c’est le
produit de la i€ ligne de E; j, et de la j°*° colonne de £ ;. Il vaut donc 1 si k =1,

et 0 sinon.

Transposée d’une matrice
Définition.
Soit A = (a;j)1<i<n une matrice de M, ,(K). On appelle transposée de A la matrice notée *A

1<j<p
de M, ,(K) et définie par :

VY (i,7) € [1,p] x [1,n], [‘Al;; = aj;.

Autrement dit, A est obtenue & partir de A par échange des lignes et des colonnes :

a1 a2 v Glp a1 a1 o Qpi

az.1 a2p a1,p an,2
A= . . ; A=

an,1 Gn2 - Onp aip G2p *°* Anp
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5
Exemple. Calculer la transposée de A= |1 —4
0 2

— Propriété 4 (de la transposition)
(1) VAeM,,(K),?* (tA) = A.
(2) VA, u € KV (4, B) € (My,,(K))?, {(AA + uB) = A 'A+ 1 'B
(3) VA€E M, ,(K),VBeM,,K)(AB) = '‘B'A.

Preuve. Les deux premieres formules sont immédiates a établir. Montrons la troisieme formule.

Soient A = (a; ;)1<i<n €t B = (b; j)1<i<p deux matrices. Alors A x B € M,, ,(K) est donnée par :
1<j<p 1<5<q

p
A4 (Z,j) S ﬂl,nﬂ X ﬂl,q]], Cij = Zai,kbk,j
k=1
Ainsi ‘(A x B) est une matrice de type (g,n) telle que V (j,i) € [1,q] x [1,n], ["(A x B)];; =

D=1 kDR
D’autre part, ‘B € M, ,(K), ‘A € M, ,(K), donc la matrice ‘B x* A est bien définie et de type (g,n)
également. De plus on a pour tout (j,i) € [1,¢] x [1,7n] :

[BX A Z ]ktA Zbk,jazk

k=1

=

Ainsi on a bien !(AB) = 'B'A. O

1.3 Matrices carrées

L’ensemble M,,(K)

Définition.

Lorsque n = p, I'ensemble M,, ,,(K) des matrices de type (n x n) est noté plus simplement M,, (K)
et ses éléments sont alors appelés matrices carrées d’ordre n.

Propriété 5

L’addition matricielle et le produit matriciel sont des lois de compositions internes dans
M, (K), c’est & dire pour tout A, B € M,(K), A+ B € M,(K) et A x B € M,(K).

Remarque. Rappelons que :

e l'addition est associative, commutative, et qu’elle admet un élément neutre qui est la matrice
nulle 0,, ;

e le produit est associatif, distributif par rapport a ’addition, et qu’il admet pour élément neutre
I



PCSI5 Lycée Saint Louis

On dit alors que I'ensemble M,,(K) munie de I’addition, du produit par un scalaire et du produit
matriciel est une algebre. Cette algebre est non commutative : en générallA x B # B x A pour
A,B € M, (K). De plus, il existe des diviseurs de zéros dans M, (K) (on dit aussi que 'algebre
M, (K) n’est pas integre) : A x B =0, # A =0, ou B=0,.

Matrices carrées particulieres
Définition.
Soit A = (a;,j) € M, (K) une matrice carrée.

e A est dite diagonale si pour tous i # j, a;; = 0.

e A est dite triangulaire supérieure (resp. triangulaire supérieure stricte) si, pour tous
i et jtels quei > j (resp. i > j), a;; = 0, c’est-a-dire si tous les coefficients situés en dessous
de la diagonale sont nuls.

e A est dite triangulaire inférieure si, pour tous i et j tels que ¢ < j (resp. i < j), a;; =0,
c’est-a-dire si tous les coefficients situés au dessus de la diagonale sont nuls.

Exemples. Les matrices A et B suivantes sont respectivement triangulaire supérieure et triangulaire
inférieure stricte :

1 3 1 0 00
A= 0 -1 5 et B=13 0 0
0 0 2 1 50

Remarque. La transposée d’une matrice triangulaire supérieure (stricte) est une matrice triangulaire
inférieure (stricte). Une matrice diagonale est égale & sa transposée.

— Propriété 6

Le produit de deux matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures (strictes), resp.
triangulaires inférieures (strictes)) est diagonale (resp. triangulaire (stricte)). De plus, les
coefficients diagonaux de AB sont les produits des coefficients diagonaux de A et de B.
On a ainsi (cas des matrices triangulaires supérieures) :

a1 e b1 aE a1,1b1,1
0 a272 (*) « 0 b272 (*) _ O (1272()272 (*)
0 - 0 apn 0 0 bun 0 0 anmban

Preuve. Montrons cette proposition lorsque A = (a;;) et B = (b; ;) sont triangulaires supérieures,
ie tellesque 1 <j<i<mn,a;;j=0;=0. Pourtout1<j<i<mn,ona:

n i—1 n
[Ax Bl;j = Zai,kbk,j = Zaz‘,kbk,j + Zai,kbk,j
p} k=1 k=i

i—1 n
:ZOxbk,j+Zai7k x0=0
k=1 k=1
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car pour la deuxieme somme k < > j et donc by, ; = 0. Donc A x B est bien triangulaire supérieure.
De plus, pour tout 1 < i < n,

n i—1 n
[AX Blii =Y aigbi =Y ainbpi+ aiibii+ Y aipbp,
k=1 k=1

k=i+1
i—1 n
=3 0% bpj+aiibii+ > ik x 0= aibi,.
k=1 k=i+1

Si A et B sont triangulaires inférieures, alors B et ! A sont triangulaires supérieures. Donc !B x* A est
triangulaire supérieure par ce qu’on a fait. On obtient finalement que AB =! (* B x! A) est triangulaire
inférieure.

Enfin, puisqu’une matrice est diagonale si et seulement si elle est triangulaire supérieure et inférieure,
le résultat en découle directement pour les matrices diagonales. (I
Définition.

Soit A € M,,(K) une matrice carrée.

e On dit que A est symétrique si elle est égale a sa transposée, c’est-a-dire ‘A = A.

e On dit que A est antisymétrique si elle est égale a 'opposée de sa transposée, c’est-a-dire
tA=—A.

On notera S, (K) (resp. AS,(K)) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de
M, (K).

1 0 4 0o 2 -1
Exemple. La matrice A= | 0 2 —1 | est symétrique, la matrice B=| -2 0 1 est
4 -1 5 I -1 0
antisymétrique.
Remarque.

e La diagonale d’une matrice antisymétrique est toujours nulle.

e Les ensembles S, (K) et AS,(K) sont stables par combinaison linéaire, mais ils ne sont pas
stables par produit : par exemple,

((1) g) % G D = @ ;) ¢ S, (K).

Exercice. Montrer que toute matrice de M, (K) s’écrit de maniére unique comme une somme d’une
matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

Puissance d’une matrice carrée
Définition.

Pour tout entier £ € N et pour toute matrice A € M,,(K), on appelle puissance k-iéme de A la
matrice, notée A*, définie par:

e Sik=0,A4°=1,.
e Sik=1, A = A.

e Sik>2 AF=Ax...x A
k foi
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Remarque. On a pour toute matrice A € M,,(K) et tout k € N, Ax A¥ = A¥ x A. Ainsi A commute
avec toutes les puissances de A. Elle commute en particulier avec tout polynome en A (i.e. toute
combinaison linéaire de puissances de A).

Exemple. Considérons la matrice A € M3(K) définie par:

A=

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Calculer, pour tout entier naturel k, la matrice A
2 1 1

Exercice. Soit A= |1 2 1
11 2

a) Montrer que A? = 5A — 413.
b) Montrer que pour tout p € N, il existe oy, 3, € R tels que A? = a, A + Bp13.

c) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par oy et §,. En déduire o, et 3, en fonction de
P.

d) En déduire AP pour tout p € N.

— Propriété 7 (Puissance d’une matrice triangulaire ou diagonale)

Soit A une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, diagonale). Alors
pour tout p € N, AP est triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, diagonale).
De plus, si Aq,..., A, sont les coefficients diagonaux de A, on a :
k k
)\11’ Nee oo -0 0 b0 - 0
D : Moo &
AP = O 2 (%) , Tesp. . 2 , Tesp. 0 2
. . ) .0 Lo )
0 0 M Ak 0 --- 0 A\
Remarques.

e Il est donc particulierement facile de calculer les puissances d’une matrice diagonale : il suffit de
prendre les puissances des termes diagonaux.

e On peut avoir A¥ = 0,, avec A # 0,,. Par exemple,

(1 -1 s (00
A1) o (00).
Définition.

Une matrice A € M,,(K) est dite nilpotente s’il existe p € N* tel que A? = 0, et AP~! £ 0,. Cet
entier p est unique et s’appelle I'ordre de nilpotence de la matrice.

Exemple.

10
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e La matrice A = ( } :1 ) est nilpotente d’ordre 2.
0100
: 0 010 . ,
e La matrice N = 000 1 est nilpotente d’ordre 4.
00 00

Remarques.

e Plus généralement, on peut montrer que toute matrice de M,,(K) triangulaire supérieure stricte
ou triangulaire inférieure stricte est nilpotente d’ordre < n.

¢ De méme que pour les matrices diagonales, le calcul des puissances d’une matrice nilpotente A
est aisé : en effet, pour tout k > p, A¥ = 0, et il suffit donc de calculer un nombre fini de

puissances de A.

— Propriété 8 (Formule du binéme de Newton)

Soient A et B deux matrices de M,,(K) qui commutent, c’est-a-dire telles que AB = BA.
Alors, pour tout entier n € N,

k
E\ )
A k _ i k—z‘
(A+ B) Z <Z,>A B
=0
Preuve. La preuve se fait de méme que dans le cas complexe. O

» La formule du binome de Newton, valable pour deur matrices qui commutent, permet dans certains

cas de calculer la puissance d’une matrice.

1 2 6
Exemple. Soit A= |0 1 2]. Calculer AP pour tout p € N.
0 0 1

2 Opérations élémentaires de pivot et calcul matriciel

2.1 Matrices d’opérations élémentaires

Définition.

On appelle opération élémentaire sur les lignes d’une matrice 'une des trois opérations suivantes
e Multiplication d’une ligne L; par un scalaire A non nul ce que ’on note L; < AL;.
) Echange des lignes L; et L; avec i # j ce que 'on note L; <> L; ;

e Ajout de ,BLJ a L; avec i # j ce que I'on note L; < L; + SAL; ou 3 € K.

Définition.
Soient 1 < 4,5 <n et A € K. On définit les matrices d’opérations élémentaires suivantes. On

appelle

11
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e matrice de dilatation toute matrice carrée D;(\) € M, (K) de la forme suivante :

e matrice de transposition toute matrice carrée P; ; € M,,(K) de la forme suivante :

1

Pij=(n—Eii— Ejj) + Eij+ Eji =

e matrice de transvection toute matrice carrée T; ;(A) € M, (K) de la forme suivante :

1

T;j(N) = I, + AE; j = 1

Exemple. Pour n =2, on a :

pov=(39) ¢ mam (0 2)  man= (2 ).

2.2 Traduction matricielle de P’algorithme de Gauss-Jordan

— Propriété 9

Soit A € My, ,(K).
(1) D;(X\)A est la matrice obtenue en appliquant L; < A\L; a A.
(2) P; ;A est la matrice obtenue en appliquant L; <+ L; a A.

3) T; ;(A)A est la matrice obtenue en appliquant L; < L; + AL, a A.
J J

Preuve. Il suffit de le vérifier directement. Montrons le par exemple pour le produit T 2(A) x A (le
raisonnement général se faisant de la méme fagon) :

L a1l a1 o alp a1l + )\ag,l a12 + )\ag,g ceea1p+ )\a27p
a1 Q22 -+ G2p a1 a2.2 s a2.p
0 1 X i . =
In—2
Gp1 An,2 - Qpp Gn,1 Gn, 2 to Qn.p

12
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Remarque. T;;(\) = T; ;(A\) x I, ainsi T; j(A) est la matrice obtenue en appliquant L; < L; + AL;
a I,. Cette remarque permet de retrouver l'expression de T; ;(A). On peut bien str faire la méme
remarque pour les matrices D;(\) et P ;.

Théoréme 10

Pour toute matrice A € M,, ,(K), il existe une matrice E produit de matrices d’opérations
élémentaires, et une unique matrice échelonnée réduite par lignes R telles que £ x A = R.

Preuve. Nous avions montré le résultat suivant :

Toute matrice A € M,, ,(K) est équivalente par lignes & une matrice échelonnée réduite par
lignes (qui est de plus unique).

Ainsi, il existe une unique matrice R échelonnée réduite par lignes telle que A > R. De plus, on

passe de A a R par opérations élémentaires sur les lignes de A, en suivant par exemple ’algorithme de
Gauss-Jordan. D’apres la proposition précédente, chaque étape de I’algorithme correspond a multiplier
a gauche par une matrice de dilatation, de permutation ou de transvection. A la fin de I’algorithme
de Gauss-Jordan, on obtient donc :

ExA=R,
ou la matrice F est un produit de matrices d’opérations élémentaires. O
-2 1 -1
Exemple. On considére la matrice A = 1 1 2 . On applique l'algorithme de Gauss-
3 -2 1
Jordan a A.
-2 1 -1 1 1 2 1 1 2
112 L1 ¢ Lo 2 1 -1 {?:?fgﬁl 0 3 3
3 -2 1 3 -2 1 BT ! 0 -5 —5
1 1 2 1 0 1
1 _
Ly« —Ls 0 1 1 {EI:?JF?; 01 1
0 -5 =5 s 000
1 0 1 1 0 1
3 1
Ly =Ly [0 11 {éliﬁlf? 011
000 272 000

1 01
Ainsi, R=| 0 1 1 |,et:
000

E = T273(—1/3) X T1’3(1/3) X D3(3/17) X T3’2(5) X T172(—1) X D2(1/3) X T371(3) X T271(2) X PLQ

2.3 Opérations sur les colonnes
Définition.
On dira que deux matrices A et A’ sont équivalentes en colonnes si on peut passer de la matrice
A a la matrice A’ par une suite opérations élémentaires sur les colonnes de A. On notera alors
A~ A

C

Remarque. > est une relation d’équivalence sur I’ensemble des matrices.

13
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— Propriété 11

Soit A € My, ,(K).
(1) AD;()) est la matrice obtenue en appliquant C; < AC; a A.
(2) AP;; est la matrice obtenue en appliquant C; <+ C; a A.

(3) AT; ;(X) est la matrice obtenue en appliquant C; < C; + AC; a A.

En particulier, on retrouve le résultat suivant.

— Propriété 12

Pour toute matrice A € M, ,,(K), il existe une matrice E’ produit de matrices d’opérations
élémentaires, et une unique matrice échelonnée réduite par colonnes R’ telles que A x B/ =

R'.

Remarque. Si A € M,, ,(K) est de rang r, on a vu qu’il existe une matrice E produit de matrices
d’opérations élémentaires et une matrice R échelonnée réduite par ligne avec r pivots telle que :

EA=R.

Si on agit alors sur les colonnes de R, on obtient une matrice E’' produit de matrices d’opérations
élémentaires telle que :
N I 0 p
EAE =J, ou JT:<OT r’pr>.

n—r,r Onfr,pfr

3 Matrices carrées inversibles

3.1 Définitions et exemples
Définition.

Soit A € M,,(K). A est dite inversible si et seulement si il existe B € M,,(K) telle que:

AB = BA=1,.

On note GL,(K) ensemble des matrices inversibles de M,,(K), appelé groupe linéaire d’ordre n.

Remarque.
e On ne peut considérer un inverse que pour une matrice carrée.

e Si A est inversible, alors:

AC = AD = B(AC) = B(AD) = (BA)C = (BA)D = C = D.
=1 =1

Et de méme, CA= DA = C =D.

e Si A est inversible, alors la matrice B telle que AB = BA = I, est unique. En effet, si By et Bo
satisfont toutes deux ces égalités, alors :

BlzBlXIn:le(AXBQ):(BlXA)XBQZITLXBQZBQ.

Cette matrice est alors appelée I'inverse de A et notée A~

14
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e Si A est inversible, alors A~! est inversible et (A~!)~! = A.

Exemples. ¢ I, est inversible, et I, 1 = I,.

¢ La matrice diagonale D = diag(A1,...,\,) est inversible si et seulement si \; # 0 pour tout
1 < i < n. Et dans ce cas, son inverse est D~! = diag(1/\1,...,1/A,;). En effet, si tous les )\; sont
non nuls, on a bien D x D~! = D~ x D = I,,. Réciproquement, supposons que 1'un des \; soit nul.
Alors pour tout B € M,,(K), la ¢ ligne de D x B est nulle et donc D x B # I, pour tout B.

¢ Les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles, et on a pour tout 1 < i,5 < n et XA € K,
u € Kest :
Di(p)~' =Di(1/p) ; P =Py ;5 T\ =Tii(=N).

2 11
¢ Soit A= |1 2 1]|. On a montré que A?> = 5A — 4I3. En particulier, on a :
11 2

s 12_ 9 1 _§_1
Iy= A= JA? = Ax (L - 3A) = (GL - ;A) x 4

3/4 —-1/4 —-1/4
Ainsi, A est inversible et A1 =21, — 1A= -1/4 3/4 -1/4
-1/4 —-1/4 3/4

Remarque. Pour une matrice carrée (2,2) quelconque, on vérifiera la relation suivante :

(Z 2)2 = (a+d) <CCL Z) — (ad — be) .

En procédant comme précédemment, on déduit de cette relation la proposition suivante :

— Propriété 13

. b . . . .
La matrice A = <(Z d> est inversible si et seulement si ad — be # 0. Et dans ce cas, son

1 d —b
ATl = .
ad — be (—c a )

inverse est :

Vocabulaire. Le scalaire ad — be s’appelle le déterminant de A et se note det(A).

Preuve. Si ad — bc # 0, alors on a :

1 a+d 1 a+d 1 a+d
I = A? — A=A A— L) = A— I A.
> ad —be ad — bc X(ad—bc ad — bc 2) (ad—bc ad — bc 2>X
1 a+d 1 d —=b
Ainsi A est inversible, et A™" = v bcA ol bCIQ I be <—c a > Supposons que ad — bc

0, alors 0 = A2 — (a + d)A. Si A est inversible, alors A = (a + d)I5, et on aurait :

a=a-+d
d=a+d <“a=b=c=d=0,
b=c=0
ce qui est impossible car 02 n’est pas inversible. Il

15
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3.2 Produit de matrices inversibles

— Propriété 14 (de l'inverse)

(1) Si A,B € M,(K) sont deux matrices inversibles, alors AB l'est aussi et (AB)™! =
B~1A-L

(2) Si A € M, (K) est inversible, alors A l'est aussi et (tA)_l = (A,

Remarque. L’ensemble GL,(K) est donc stable pour le produit matriciel (mais pas pour la somme
D.
Preuve.
(1) Soient A, B € M, (K) deux matrices inversibles. On a :
(B'A™Yx (AB)=B YA 'A)B=B"'B=1,.
(AB)x (B A )Y =ABB YA =Ax A =1,.

Ainsi AB est inversible et (AB)™! = B71A~L,

(2) Soit A € M, (K) inversible. Alors A x A= = A=! x A = I,,, et en prenant la transposée :
FA™H xt A=t Axt (A7),
Ainsi tA est inversible et (tA)_1 = 1(Ah).
O

Remarque. Nous avons vu que pour toute matrice A € M,, ,(K), il existe une matrice E produit de
matrices d’opérations élémentaires, et une unique matrice échelonnée réduite par lignes R telles que
E x A= R. On peut réécrire cette égalité sous la forme :

A=F xR

avec B’ = E~! produit de matrices d’opérations élémentaires (I'inverse d’une matrice élémentaire
étant une matrice élémentaire).

3.3 Caractérisation des matrices inversibles

— Théoreme 15
Soit A € My, (K) et B € M,,1(K).

(1) A est une matrice inversible ;

(2) il existe A" € M, (K) telle que A’ x A =1, ;

(3) le systéeme AX = 0 admet une seule solution (X = 0) ;

(4) le rang de la matrice A est n ;

(5) A~ lns

(6) pour toute matrice colonne B € M, 1(K), le systtme AX = B admet une unique

solution ;

(7) pour toute matrice colonne B € M, 1(K), le systeme AX = B admet au moins une
solution.

16
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Preuve. On montre (1) = (2) = (3) = (4) = (5) = (1), puis (1) = (6) = (7) = (4).

Immeédiat.
Soit X € M,, 1(K) tel que AX = 0. Alors A’AX = 0, et puisque A’A = I,,, on obtient X = 0.

Supposons que le rang de A soit strictement plus petit que n. Alors d’apres le cours sur les
systemes linéaires, le systetme AX = 0 admet une infinité de solutions (il y aura n —r > 0
inconnues parametres). Ce qui par hypothese est faux. Donc le rang de A est n.

Toujours d’apres le cours sur les systeémes linéaires, on a vu que si A est de rang n, alors A 7 I,.

Si A > I, alors il existe une matrice F, produit de matrices d’opérations élémentaires, telle

que A = FE x I, = E. Or les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles, donc E l'est
également, et donc A aussi.

Montrons la deuxieme chaine d’implications.

(1) = (6)

Supposons que A est inversible et notons A~! son inverse. Soit également B € M, 1(K).
Considérons le systeme AX = B. En multipliant & gauche par A~!, on obtient X = A~!'B.
Donc le systeme admet bien une unique solution.

Immeédiat.

Supposons que pour toute matrice colonne B € M,, 1(K), le systeme AX = B admet au moins
une solution. Montrons que A est de rang r = n. Supposons par ’absurde que » < n. Alors A
est équivalente par ligne a une matrice échelonnée réduite ayant » < n pivots. On sait qu’alors
I’ensemble des solutions peut étre vide s’il y a un pivot dans la derniere colonne de la matrice
augmentée. Ainsi il existe B € M,, 1(K) tel que AX = B n’ai pas de solution, ce qui contredit
I’hypothése. Ainsi le rang de A est égal a n.

O

On déduit de ce résultat les conséquences suivantes.

Propriété 16

Soit T' € M,,(K) une matrice triangulaire. Alors T est inversible si et seulement si ses
coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Preuve. Si tous les coefficients diagonaux de T sont non nuls, on sait alors que pour tout B € M,,(K),
le systtme AX = B est de Cramer, et donc qu’il admet une unique solution. Ainsi par le théoréme
précédent, T est inversible.

Réciproquement, supposons que l'un des coefficients diagonaux ¢;; de 7" soit nul. En appliquant
I’algorithme de Gauss, les i — 1 premiers pivots seront sur la diagonale de la réduite, mais le i-ieme
(s’il y en a un) sera en position k£ > 7. Dans tous les cas, il y aura alors au plus i — 1+ (n — k + 1)
pivots, donc au plus n — 1 pivots. La matrice T n’est donc pas de rang n, et T n’est pas inversible. [J

Propriété 17

Soit A € My, (K). Alors : A € GL,(K) < 3B € M,(K),Bx A =1, < 3B € M,(K), A x
B' =1I,.

17
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Preuve. On a déja montré que A € GL,(K) & 3B € M, (K),B x A = I,,. Supposons qu'il existe
B' € M, (K) telle que A x B’ = I,,. Alors en prenant la transposée, !B’ x* A = I,,. En utilisant le
Théoréme, on obtient que ‘A est inversible, et donc A =! (*A)) est inversible aussi. 0

» Pour montrer qu’une matrice A est inversible, il suffit de trouver une matrice B telle que Ax B = I,
(resp. B x A = I,). Il est donc inutile de vérifier que B x A = I, (resp. A x B = 1I,), c’est
automatiquement vErifié.

— Propriété 18

Toute matrice carrée inversible est le produit d’'un nombre fini de matrices d’opérations
élémentaires, ce qui se traduit en disant que le groupe linéaire est engendré par les matrices
d’opérations élémentaires.

Preuve. On vient de le voir, si A est inversible alors A o I, et A = F qui est un produit d’un nombre

fini de matrices d’opérations élémentaires. O
Remarque.

e A ~ B si et seulement si 3P € GL,(K) tel que A = PB.
o A Y B si et seulement si 3P € GL,(K) tel que A = BP.

Montrons par exemple le premier point :
Si A ~ B, alors il existe une suite d’opérations élémentaires sur les lignes permettant de passer de B a

A, ce qui se traduit matriciellement par 'existence d’une matrice £ produit de matrices d’opérations
élémentaires telle que A = EB. On obtient alors le résultat puisque E € GL,(K).

Réciproquement, supposons que A = PB avec P € GL,(K). Alors par la proposition précédente, P
est produit de matrices élémentaires, et donc on peut passer de B & A par des opérations élémentaires
sur les lignes. Donc on a bien A o B.

3.4 Méthodes pratiques de calcul de ’inverse
Calcul de l’inverse par la méthode de Gauss-Jordan

— Propriété 19

On considére une matrice carrée A € M,,(K).

S’il est possible de ramener & 1’aide d’opérations élémentaires sur les lignes la matrice A &
la matrice identité, la matrice A est inversible et on obtient A~! en effectuant sur les lignes
de la matrice identité les mémes opérations que celle effectuées sur les lignes de A.

Preuve. La premiere partie de cette proposition a déja été démontrée au théoreme précédent. Sup-
posons que A > 1,,, alors il existe E produit de matrices d’opérations élémentaires telle que Ex A = I,,.

Ainsi A= = E = E x I,,, et A~! s’obtient en effectuant sur les lignes de la matrice identité les mémes
opérations que celle effectuées sur les lignes de A. O

» Partant de deux matrices M et I,, on effectue sur M et sur I, les manipulations élémentaires sur
les lignes qui raménent M a I,,, et donc I, & M~1.

18
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1 2 3
Exemple. On considére la matrice A= | 1 4 1 |. On applique I’algorithme de Gauss-Jordan a
3 21
(AlI).
1 2 3[100 2 311 00
14 1[0 10 {?:?_gz 2 —2|-110
32 1(00 1 s ! —4 -8|-3 0 1
2 3 1 0 0
{ Lo+ 3L, 1 —-1|-1/2 1/2 0
—4 -8 -3 0 1

5 2 -1 0

-1 ]-1/2 1/2 0
~12| =5 2 1

51 2 -1 0
—1|-1/2 1/2 0
1 |5/12 —1/6 —1/12
0]-1/12 —1/6 5/12
0]-1/12 1/3 —1/12
1| 5/12 -1/6 —1/12

Ll — L1 — 2L2
L3y <+ L3+4Ls

1
L ——L
3 < 19 3

L1<—L1—5L3
Lo+ Lo+ L3

OO OO, OO+, OO +=, OO+

ORH O O, O OO

-1/12 —-1/6 5/12
Ainsi A est inversible, et A7 = [ —1/12 1/3 —1/12
5/12 —1/6 —1/12

Calcul de l’inverse par la résolution d’un systeme linéaire

D’apres la caractérisation des matrices inversibles, nous avons vu que :
A € GL,(K) si et seulement si le systétme A x X =Y est de Cramer.

De plus, 'unique solution de ce systeme est alors X = A~'Y". Cela va nous fournir une autre méthode
pour déterminer si A est inversible et pour calculer A~! le cas échéant.

» Pour un n-uplet Y = (y1,...,yn) de paramétres, on résout le systéme (S) AX =Y.
e On échelonne (S) par lalgorithme de Gauss-Jordan. Deux cas se présentent :

— i (S) nest pas de Cramer, A n’est pas inversible.

— i (S) est de Cramer, A est inversible. De plus,
e L’unique solution de (S) s’exprime en fonction des paramétres yi,...,yn : X = A71Y.

e On détermine A" par identification.

3 2 -1
Exemple. Calculons I'inverse de la matrice A= |1 -1 1
2 -2 1
On échelonne le systeme (S) AX =Y.
3x1 4 220 —x3 = Y1 Ty — X2+ T3 =Y2 T1— T2+ 23 = Y2
(S)<:> Tr1 — X2 + T3 = Y2 S 931+ 200 —x3=y1 & 5xo — dxs = Y1 — 3o
221 — w2 + 73 = Y3 201 —xo+ w3 = Y3 —T3 = Y3 — 22
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Le systeme est sous forme triangulaire avec coefficients diagonaux tous non nuls. On en déduit que le
systeme (S) est de Cramer, et donc que A est inversible. De plus en faisant la remontée (c’est a dire
en cherchant I’échelonnée réduite), on obtient :

x1 = 1/by1 + +1/5y3 T n
(S)<:)> To = 1/5y1—|—y2—4/5y3 <= | 22 = A1 x Y2
r3 = 2y2 — Y3 3 Ys
1 1 0 1
11 ne reste plus qu’a lire les coefficients de A1 : A~ '==-|1 5 —4
o 0 10 -5

20



