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1 Ensemble K[X]

Dans tout le chapitre K désigne I’ensemble des nombres réels R ou des nombres complexes C.

1.1 Définitions
Définition.

e On appelle polynéme P a coefficients dans K toute suite (a,) d’éléments de K nulle a
partir d’un certain rang, c’est a dire

dN e N,Vn > N,a, = 0.

e Les éléments de la suite (a,) s’appellent les coefficients du polynéme P.

Remarque. Deux polynomes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux. En particulier,
un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Définition.

" [ Sotent P = (an) et Q = (b,) deux polynémes a coefficients dans K et A € K. On définit
e la somme : P+ Q = (a + by)
e le produit de P par A : A- P = (\ay)
e le produit des polynomes : P x @ = (¢,) ou pour tout n € N, ¢, est défini par

n
Cp = Zakbn,k = E aibj.
k=0

i+j=n

Remarque. Le produit des polynémes P x @ = (c¢;,) est bien encore un polynéme comme le montre
la proposition suivante :

— Propriété 1

Soient P = (ag, a1, ,ap,0,0,---) et Q = (bo,b1,- -+ ,b4,0,0,---) deux polynomes a coef-
ficients dans K, et considérons P x @ = (¢;,) le produit de ces polynémes. Alors :

(1) ¢ = 0 pour tout k > p+q ;

(2) cptq = apby.

Preuve.

(1) Supposons k > p+gq. Alorssii+j=4k,onai>pouj>gq,etdonca; =0o0ub; =0. On en

déduit alors
C — Z aibj =0.

it+j=k
(2) Sik=p+gq,ona:
p—1 p+q
L = Z aibg—; + apby + Z a;by—i = apby.
i=0 i=p+1
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O

Notation. Pour tout A € K, on identifiera A avec le polynéme (A, 0,---). On notera X le polynoéme
(0,1,0,---), appelée indéterminée. Avec le produit définit plus haut, on a :

X2 =1(0,0,1,0,---) et plus généralement X" = (0, -- - ,0, 1 ,0,-44).

n + 1%¢™€ position

Par convention on pose X? = (1,0,---). Avec ces notations, le polynéme P = (pg, p1,--* ,Pn,0,0,---)
s’écrit maintenant :

PouP(X):po(l,o,---)+p1(0,1,0,---)+---+pn(0,0,--- 71’0’...)

On notera alors K[X] I’ensemble des polynémes & coefficients dans K en 'indéterminée X.

Exemple. Considérons les polynémes P = (1,-2,0,—1,0,---) et @ = (1,0,1,0,---). Avec les
notations introduites précédemment, on a :

PX)=1-2X-X% e QX)=1+X>2

Alors (P+Q)(X)=2-2X+X?2—-X3et (PxQ)(X)=1—-2X + X2 -3X3 - X°.

— Propriété 2

L’addition dans K[X] est :
e associative : VP,Q,R € K[X], (P+Q)+ R=P+ (Q+ R);
e commutative : VP,Q,R€ K[X], P+ Q=Q + P ;

e admet pour élément neutre le polynéme nul : 0+ P =P +0= P.

Preuve. Ces propriétés découlent directement de celles de 'addition des suites réelles ou complexes.
d

— Propriété 3
Le produit dans K[X] est :
e associatif : VP,Q,R € K[X], (Px Q) x R=P x (Q X R) ;
e commutatif : VP,Q € K[X], Px Q =Q x P ;
e distributif par rapport a addition : VP,Q, R € K[X], Px (Q+R)=PxQ+PxR;
e admet pour élément neutre 1 : VP €e K[X], Px1=1xP =P ;
e satisfait : VA e K,VP,Q e KIX[, A\ (PxQ)=(A-P)x Q=P x (A Q).

On dit que 'ensemble des polynomes est une algebre, appelée 1’algebre des polyndémes
a coeflicients dans K.

Remarque. Contrairement a ’addition, le produit dans K[X] n’est pas le méme que le produit défini
pour les suites réelles ou complexes, et on ne peut pas en déduire directement toutes ces propriétés.

Preuve. Dans toute la preuve, on note P = > a, X", Q= > X" et R= ) ¢, X" € K[X].
n>0 n>0 n>0
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e On a

(P X Q) X R = ( (Z akbn_k> X"| xR= ZZ <Z akbl k> Cp— lX
n>0

k=0 n>0 [=0

et

Px(QxR)Px(

n n n—k
(Z blcn—l> X" | = Z Z ai (Z blcn—k—l> X
>0 1=0

n =0 n>0 k=0
n n
= ( akbl_kcn_l> X" en posant le changement d’indice | =1+ k
n>0 \k=0 I=k
n l
= ( akbl_kcn_l> X" en intervertissant les deux signes sommes
n>0 \I=0 k=0
n n—k
= ay bi_kCny | X"
n>0 k=0 1=0

donc (P x Q) x R=P x (Q x R).
e On a, en posant le changement d’indice k =n — k :

PxQ= Z(Zakbn k)X”—Z(Zan kbk> "—Qx P.

n>0 n>0

e On a

Px1= Z (Zn: akég,n_k> X" = ZanX” =P

n>0 \k=0 n>0

car tous les termes de la somme sont nuls, sauf quand n — k = 0 i.e. kK = n. Par commutativité
de x, 1 x P=P.

e On a

X(Q+R):PX Z(b —I—Cn) Z(Zak bp—i + cp— k))X

n>0 n>0
—Z(Zakbn k> Xn—f—Z(ZCLkCn k> X"
n>0 n>0

— (Px Q)+ (P x R)

et comme X est commutative, on a (P+ Q) x R= (P x R) + (Q x R).

e On a
APx@Q=x-|> (Z apby— k) => <Z()\ak)bn_k> Xr=>3" (Z ak(/\bn_k)> X"
n>0 n>0 \k=0 n>0 \k=0
=N P)xQ=Px (A Q).
O
Définition.

@ P € K[X], on définit par récurrence P" en posant P’ =1, et ¥n € N, P"*! = P" x P,
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Définition.
SiP=3%F"_jarX Fet Q=7 ,b; X" sont deux polyndmes, on définit le polynéme composé P o Q
par :

P P q k
PoQ(X)=PQ(X))=> aQ"=> ax (Z bin) :
k=0 k=0 =0

Exemple. ¢ (X2 +1)o0(X —2)= (X —2)2+1=X%—-4X +5.
¢ (X-2o(X?2+1)=X2+1-2=X2-1.
4 Pour tout polynéme P € K[X] et a € K, Po (X + a) sera noté P(X + a).

— Propriété 4 (Formule du binéme de Newton)

Pour (P,Q) € K[X]? et n € N, on a

(PrQr=Y <") PrQ *,

— Propriété 5

Pour (P,Q) € K[X]? et n € N*, on a

n—1
pP"— Qn — (P o Q) ZPan_l_k'

k=0

1.2 Degré d’un polynéme

Définition.

Soit P un polynéme non nul.

On appelle degré du polynéme P le plus grand entier n tel que p, # 0. On note cet entier

deg(P). On dit alors que p,, est le coefficient dominant de P. On dit que P est unitaire si son
coefficient dominant p,, est égal a 1.

Remarque. Par convention, le degré du polynéme nul est —oo.

Exemple. X515 — 1 est unitaire de degré 1515.

Définition.

On dit que P est un polynéme constant si deg(P) < 0. On identifiera ’ensemble des polynémes
constants a K.
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— Propriété 6 (degré de la somme, du produit, de la composée)

Soient P(X) =ap+a1X + -+ a,XP et Q(X) =bp+ b1 X + -+ by X? deux polynémes a
coefficients dans un corps K. Alors :

(1) deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) ;
(2) Si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = maz(deg(P), deg(Q)) ;
(3) Si deg(P) = deg(Q) = n, alors :

e sia,+b,=0,deg(P+ Q) < max(deg(P),deg(Q)) ;
o sia,+b, #0, deg(P+ Q) = max(deg(P),deg(Q)) ;

(4) YA € K*, deg(\.P) = deg(P) ;
(5) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) ;
(6) Sideg(Q) > 1, deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Preuve. Soient P(X) =ap+ a1 X + -+ apXP et Q(X) =bo+ b1 X + -+ b,X? avec ap, by # 0 (on
vérifiera sans difficulté que toutes ses propriétés s’étendent si P ou ) sont les polynémes nuls).

(1) Pour tout £ > max(p,q), on a ar = by = 0 et donc ar + by = 0. Ainsi deg(P + Q) <
max(deg(P), deg(Q))-

(2) Supposons par exemple que p > ¢ (le cas ¢ < p se traite de la méme facon). Alors ap+b, = ap, # 0.
De plus on a montré que pour tout k > p, ap + by = 0. Ainsi on a bien deg(P + Q) = p =

max(deg(P),deg(Q)).
(3) Si deg(P) = deg(Q) = n, alors :

e sia,+b, =0, alors ag+br, = 0 pour tout & > n, et donc deg(P+Q) < n = max(deg(P), deg(Q));

e si ap, + b, # 0, on a montré de plus que pour tout k > n, ar + by = 0. Donc on a
deg(P + Q) = n = max(deg(P), deg(Q)).

(4) Pour tout A € K*, on a Aa, # 0 et pour tout k¥ > p, Aay = 0. Donc on a bien deg(A\.P) =p =
deg(P).

(5) Notons ¢x = Ziﬂ:k a;b; le coefficient d’indice £ de PQ. On a montré que ¢; =0si k> p+qet
que Cpiq = apby # 0. Ainsi on a bien deg(PQ) = p + q = deg(P) + deg(Q).

(6) Supposons deg(Q) > 1. On a par définition
PoQ(X)=ao+aQ(X)+ -+ a,Q(X)P.

Pour tout 0 < k < p, on a montré que deg(Q*) = kdeg(Q). En utilisant alors le point (2), on
obtient :

deg(P o Q) = p x deg(Q) = deg(P) x deg(Q).
0

Exemple. Pour tout n € N*, P(X) = (X2 + 1)" — (X2 — 1)" est de degré 2n — 2 et de coefficient
dominant 2n.

On a deg(P) < 2n grace a la propriété précédente. En utilisant la formule du binéme, on observe
que :

e le coefficient en X" est nul ;
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e le coefficient en X2~ ! est nul (il n’apparait que des puissances paires de X dans P) ;

e le coefficient en X272 est (toujours par la formule du binome) :

nX2n72 o (_nX2n72) — 2nX2n72.
Ainsi P est bien de degré 2n — 2 et de coefficient dominant 2n.

Exercice. Déterminer tous les polynomes P satisfaisant P(X?2) = (X2 + 1)P(X).
En prenant le degré dans cette identité, on obtient 2deg(P) = 2 + deg(P), soit deg(P) = —oo ou
deg(P) = 2. Pour P(X) = aX?+ bX + ¢, on obtient :

aX* + X2+ c=aX' +0X3 4 (a+ ) X? +bX +c.

En identifiant les coefficients, on en déduit b = 0 et @ + ¢ = b. Ainsi 'ensemble des polynoémes
satisfaisant cette identité est :
{aX? — ala € R}.

— Propriété 7 (intégrité)
K[X] est intégre, c’est a dire :

VP,QeK[X], PQ=0cP=00uQ=0

Preuve. Soit P,Q € K[X] tel que PQ = 0. Alors deg(PQ) = —oo. Par la proposition précédente,
on en déduit que deg(P) + deg(Q) = —oo, et donc deg(P) = —oo ou deg(Q)) = —oo. Ainsi P = 0 ou
Q=o0. 0

Propriété 8 (éléments inversibles)

Soit P € K[X], on a :
R eKX,PxQ=1 & PecK"

Preuve. Soit P € K[X]. Si P = p € K*, alors le polynéme @ = % convient.
Réciproquement, supposons qu'il existe @ € K[X] tel que P x Q = 1. En prenant le degré dans cette
équation, on obtient :

deg(P) +deg(Q) =0 = deg(P)=deg(Q)=0.
Ainsi on a P € K*. O

Notation. Pour tout n > 0, on note K,[X] 'ensemble des polynémes de degré inférieurs ou égaux a
n.

— Propriété 9

L’ensemble K,,[X] est stable par combinaison linéaire :

VA, 1 € K, VP, Q € Ku[X], AP+ uQ € K,[X].

Remarque. K, [X] n’est pas stable par produit en général. Il est stable par produit si et seulement
sin=0.
Preuve. Soient \,u € K et P,Q € K,[X]. Alors on a :
deg(AP + Q) < max(deg(AP), deg(1Q)) < max(deg(P), deg(Q)) < n.
Ainsi on a bien AP + p@ € K, [X]. O
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1.3 Fonctions polynomiales

Remarque. Soit P(X) € K[X] un polynéme. L’indéterminée X désigne ici la suite (0,1,0,---). On
souhaite substituer a X des éléments de K, et ainsi évaluer polynéme P en un scalaire a € K. Ceci
nous amene a la définition suivante.

Définition.
On appelle fonction polynomiale associée & P = ag + a1.X + - - - + a, X? € K[X], la fonction :
_ K — K
P -
z +— Px)=ap+ax+- -+ apa’.

On note Pg = {x — P(z)|P € K[X]} I'ensemble des fonctions polynomiales & coefficients dans
K.

— Propriété 10

Considérons 'application ¢ : { ﬁ([ﬁ]) : ZK Alors :
(1) VA, p e K, VP, Q € K[X], ¢(AP + puQ) = Ad(P) + né(Q) ;
(2) VP,Q € K[X], ¢(P x Q) = ¢(P) x ¢(Q) ;

(3) L’application ¢ est surjective.

Preuve.

(1) Soient P = ap+ a1 X + -+ + ap X", Q = bgp + 01X + -+ + b, X" deux polynémes avec n =
max(deg(P), deg(Q)). Pour tout x € K, on a :

(AP + pQ)(z) = (Aag + pbo) + (Aay + pb1))x + - - + (Aan + pby)z"
= Mao + a1z + -+ apx™) + p(bo + bz + - - + bpa™)
= AP(z) + pQ()

Donc on a bien ¢(AP + Q) = Ap(P) + uo(Q).
(2) On montre ce point de méme que précédemment.

(3) La surjectivité est immédiate, puisque pour toute fonction polynomiale f(x) = pg + p1z + -+ +
pnx™ € Pg, on a ¢(P) = f avec P(X) =po+p1 X + -+ pp, X" € K[X].

O

Remarque. On verra dans la suite que 'application ¢ est également injective, ce qui nous permettra
d’identifier les polynomes et les fonctions polynomiales.

Définition.
Soit a € K et P € K[X]. On appelle évaluation de P en a le nombre P(a). Par abus de notation,
on le notera P(a), et on parlera de la valeur de P en a.

Algorithme de Ho6rner. Pour évaluer en x une fonction polynomiale, il suffit de faire n additions
et n multiplications en suivant le parenthésage ci-dessous (en commencant par la parenthese la plus
intérieure) :

P(z) = (( - ((paz + pn-1)x + pn—2)z + -+ )z + p1)2 + po.
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C’est la méthode la plus efficace pour évaluer une fonction polynomiale en un point x.
Exemple. Evaluer P = 2X% — X3 +3X2 — 1 en —2 grace a ’algorithme d’Horner.
Exercice. Ecrire un algorithme d’évaluation de la fonction polynomiale associée & un polynome.

Un polynome P = pg+ p1 X + -+ -+ p, X" sera représenté en machine par un tableau p a n + 1 entrée
numérotées de 0 a n et contenant I'ensemble de ses coefficients : p[k| = py pour tout 0 < k£ < n. On
obtient de la factorisation ci-dessus ’algorithme suivant :

Entrer x ;

y = p[n] ;

Pour k£ :=1 a n, faire :
y =y +p[ln — k] ;

Sortir y.

2 Divisibilité et division euclidienne dans K[X]
2.1 Divisibilité dans K[X]
Définition.

Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B ou que B est un multiple de A s’il existe @ € K[X]
tel que: B = AQ. On notera AK[X] I’ensemble des multiples de A.

Exemple. Dans K[X],ona X — 1| X" —1let X +1| X?""1 +1.
Dans C[X] (mais pas dans R[X]), X — i divise X2 + 1.

Remarque. On a A divise B si et seulement si BK[X] C AK[X]. En effet :
e si BK[X] C AK[X], alors B € AK[X] et B est un multiple de A.

e si A divise B, alors il existe @ € K[X] tel que B = AQ. Et alors pour R € K[X], on a
BR = AQR € AK[X]. Donc BK[X] ¢ AK[X].

— Propriété 11
Soit A, B et D des polyndémes. On a alors :

(D[AetD|B> — D|PA+QB Y(P,Q)eK[X].

Preuve. En effet, si D|A et D|B, il existe E, F € K[X] tels que :
A=DF et B=DF.
Alors pour tout P, Q@ € K[X],

PA+ QB = PDE + QDF = D(PE + QF) = D|PA+ QB.
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— Propriété 12 (caractérisation des polynomes associés)

Soient A, B € K[.X]. Alors:
A|B et B|A & AK[X] = BK[X] < 3\ € K*, A= AB

Si 'une de ces assertions est vérifiée, on dit alors que A et B sont des polynémes associés.

Preuve. On a déja vu que les deux premiers points sont équivalents. Montrons qu’ils sont équivalents
au troisieme point. On suppose A, B # 0 (sinon c’est immédiat).

< Immédiat.
= Si A|B et B|A, alors il existe C, D € K[X] tels que :
B =AC et A= BD.

Ainsi B = B x (CD). Comme K[X] est integre et B # 0, on obtient CD = 1, et donc C, D € K*.
Ainsi il existe bien A € K* tel que B = A\A.

O

2.2 Division euclidienne dans K[X]

— Théoréme 13 (de la division euclidienne)

Soient A, B € K[X] tels que B # 0. Alors, il existe un unique couple (Q, R) € (K[X])? tel
que:

A=BQ+R

deg(R) < deg(B)
Les polynomes () et R seront alors appelés le quotient et le reste dans la division eucli-
dienne de A par B.

Preuve.

Existence : Tout d’abord si A =0, le couple (Q, R) = (0,0) convient.

Montrons par récurrence (forte) sur n € N la propriété P(n) : pour tout A € K[X] tel que deg(A) = n,
il existe (@, R) satisfaisant le propriété de division euclidienne.

e Initialisation : Supposons n = 0. Alors si deg(B) > 1, le couple (@, R) = (0, A) convient. Sinon
B € K* et on peut prendre (Q, R) = (A/B,0). Ainsi P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n > 1 et supposons la propriété P(k) vraie pour tout k < n — 1.
Soit A € K[X] tel que deg(A) = n. Sin < deg(B), le couple (@, R) = (0, A) convient.
Sinon notons ay, le coefficient dominant de A et p = deg(B), b, # 0 le coefficient dominant de B.

Par hypothese p > n. Alors le polynéme A — b—nX " PR est de degré < n — 1. Si ce polyndéme
p

a
est nul, alors le couple (Q, R) = (-——X""P,0) convient. Sinon par hypothese de récurrence, il
P
existe (Qo, Ro) tels que :

A— %"X”—PB =QoB+ Ry avec  deg(Ro) < deg(B).
p

Ainsi, A = (Qo + Z—nX”_p)B + Ry et le couple (Q,R) = (Qo + Z—nX”_p,RO) convient. La
P p

propriété est donc vraie au rang n + 1.

10
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On conclut par principe de récurrence.

Unicité : Soient (Q1, R1) et (Q2, Ro) satisfaisant cette propriété. On a :
BQ1+ R =BQ2+ Ry = B(Q1—Q2) =Rz~ Ry.

En prenant les degrés dans cette expression, on a : deg(B(Q1 — @Q2)) < max(deg(R;),deg(R2)) <
deg(B). Ainsi Q1 = ()2 nécessairement, et donc Ry = Ry en reportant dans 1’égalité de départ. O

Exemple. Déterminons le quotient et le reste dans la division euclidienne de :
1. X34+2X2 4+ X +1par X2 +1.

2. XP 43X+ 1par X2+ X +1

Exercice. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X2 — 2cos(0)X + 1.

Par le théoréme de division euclidienne, il existe (Q, R) € R[X]? tels que :
X" = (X2 -2cos(A)X + 1)Q(X) + R(X) avec deg(R) < deg(X? —2cos(0)X +1) = 2.

Ainsi, il existe A\, u € R tels que R(X) = AX + 8. On cherche donc \ et p. Pour cela, on va évaluer
X™ en certains points bien choisis :

e en e : ™0 =\ 1 4.
e cne ™ gm0 = \em0 4y

sin(nf) ., sin((n —1)0)
sin(6) X sin(6)

En résolvant, on obtient R =

— Propriété 14

Soient A, B € K[X]. On a :

A divise B & le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Preuve.

= Si A|B, alors il existe @ tel que A = BQ. Alors le couple (Q,0) satisfait la définition de la
division euclidienne. Par unicité du reste de la division euclidienne pour les polynémes, on en
déduit que ce reste est nul.

< Si le reste de la division euclidienne de A par B est nul, on obtient qu'il existe @ € K[X] tel que
A = BQ + 0= BQ. Donc on a bien A|B.

0

3 Dérivation dans K[X]
Définition.

On appelle dérivée (formelle) d’'un polynoéme P = >"7_ pp X" le polynoéme noté P’, tel que :
pp k=0

n n—1
P'=) kpp XM= (i 4 Dpia X
k=1 =0

11
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Remarque. Cette définition s’inspire de la régle connue de dérivation des fonctions polynomiales a
coefficients réels. Ainsi pour K = R, on a ¢(P’) = ¢(P)’ ou la dérivée de droite est celle des fonctions
numériques de la variable réelle. On étend ces regles pour définir formellement, quel que soit le corps
K (et donc pour K = C également), la notion de polynéme dérivé.

— Propriété 15

Soient P, € K[X] des polynomes.
1) On a P’ =0 < P est constant.

2) Si deg(P) > 1, on a deg(P’') = deg(P) — 1.
4) (PxQ) =P xQ+PxQ.

(1)
(2)
(3) La dérivation est linéaire : pour tout A\, u € K, (AP + pQ) = AP’ + u@'.
(4)
(5) (PoQ) =Q x(P'oQ)

5

Preuve.

(1)

n
Supposons P = Zaka avec deg(P) =n > 0. On a donc a,, # 0.
k=0
n

Comme P’ = Z kap X1 avec na, # 0, on en déduit que deg(A4) =n — 1.
k=1

Si P est un polynome constant, alors P’ = 0. Et si deg(P) > 0, alors d’apres (1), on a deg(P") > 0
donc P’ # 0.

n n n
Prenons P = Y a;p XF et Q = 3 b XF. Ona AP + uQ = 3 (May + uby)XF*, donc
k=0 k=0 k=0

n

AP+uQ) =Y (k+1)Aak1+ubry) XF = XY (k1) ap 1 X+ Y (k1) XF = AP'+4Q)'.
k=0 k=0 k=0
Pour P =" ja; X" et Q = Z?:o b; X7, on a:
— <Z aiX1> DbXT | =30 ab X
i=0 j=0 i=0 j=0

On obtient par définition de la dérivation :

P q
ZZ i+ j)ab; b, Xiti—1 ZZW’ b; Xt l-l-ZZ]CLZ b, XiHi—1

=0 j=0 i=1 5=0 =0 j=1

On en déduit :

(PQ)’(X)=<XP:z‘aiX“> Zq:ijj (Zaz ) Zq: i, X771 | = P'Q+ PQ'.
i=1 §=0 j=1

On montre par récurrence sur n € N* la propriété P(n) : (P") = nP' P!,

12
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e Initialisation : P(1) est vraie de facon immédiate.

e Hérédité : Soit n € N* tel que P(n) est vraie. On a (P"*1) = (P" x P) = (P")'P + P"P’
(d’apres le point précédent) = nP'P""'P 4+ P"P' = (n+ 1)P'P™. Ainsi on a P(n + 1) est
vraie.

On conclut par principe de récurrence que ¥n € N*, P(n) est vraie.

P
Prenons alors P = Y a,X*, et dérivons P o Q. D’apres les points (1) et (4), on en déduit que :
k=0

n n n—1
(PO Q)/ _ Zak<Qk)/ _ Zaka/Qkfl — QlZ(k+ l)CLk+1Qk _ Q/(P/ OQ)
k=0

k=1 k=0

O
Réﬁnition.

Soit P € K[X]. On définit par itération les polynémes dérivés successifs de P par P) = P et
P® = (P pour tout n > 1.

Exemple. Soit a € K et soit n € N. Pour tout p € [|0,n]], on a :

n!
((X—a)”)(p): nn—1)---(n—p+1)X p:(n—p)!

0 sip>n

Xn7P sip e [|0,n]]

— Propriété 16

Soient P, @ € K[X].
(1) Si deg(P) = n, alors P*) =0 pour tout k > n.

(2) Pour tout A\, € K et n € N, (AP + uQ)™ = AP 4+ Q).

— Propriété 17 (Formule de Leibniz)

Soient P, € K[X] des polynéomes, n € N. On a :

Preuve. On raisonne comme dans la preuve de la formule de Leibniz pour les fonctions n fois
dérivables, en utilisant le point (4) de la proposition précédente. O

— Propriété 18 (Formule de Taylor)

Pour tout polynome P € K[X] de degré n € N, pour tout a € K, on a :

n pk) (g
k=0

13
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Preuve. La formule est satisfaite pour P = 0. Montrons par récurrence sur n € N la propriété P(n)

n
: pour tout polynoéme P tel que deg(P) =n, P = ) PU:!(“) (X —a)k.
k=0

e Initialisation : Si deg(P) =0, P est constant, donc P = P(a). Ainsi on a P(0).

e Hérédité : Soit n € N et supposons P(n) vraie.

Soit P € K[X] tel que deg(P) =n+ 1. Alors deg(P’) = n et par hypothése de récurrence,

n P(n+1)(a)

P, = Z n' (X — CL)n.
k=0
n+1
Soit Q = > %(X —a)k. Ona
k=0
n+1 n+1 n
P& (g B P& (g B Pt (g
Ql _ Z k‘( )k(X—a)k 1 _ Z (k_(l))'(X_a)k 1 _ Zk.l()(X_a)k —p

k=1 ’ k=1 ’ k=0 ’

donc (Q — P) = 0. Ainsi @Q — P est constant. En prenant la valeur en a, on obtient Q — P =
Q(a) — P(a) = P(a) — P(a) = 0, donc P = @ et on a prouvé P(n + 1).

En conclusion, Vn € N, P(n). O

n

Remarque. Pour P = ZakX ket prenons a = 0 dans la formule de Taylor. On obtient par
k=0

identification des coefficients :

P®)(0)

k!

VO<EkE<n, ap=

4 Racines d’un polynéme

4.1 Racines
Définition.

On dit que a € K est une racine (ou un zéro) d’un polynéme P € K[X] si P(a) = 0.

Exemple.
e Tout polynéme de degré 1 a une racine : la racine de aX + b est —2.

e Pour un polynéme de degré 2, I'existence de racines dépend du corps K : par exemple X? + 1
n’a pas de racine dans R, il a les racines +i dans C.

e SizeCestracinede P=3%"_,apX k ¢ R[X], alors Z est aussi racine de P, puisqu’en prenant

le conjugué, on a :
P P

Zakzk =0 = Zakik = 0.

Cette propriété est fausse si P € C[X].

— Propriété 19

Soit a € K et P € K[X].

a est racine de P & (X —a)|P.

14
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Preuve.
< Supposons que (X —a)|P, alors il existe @ € K[X] tel que P = (X —a)Q(X). Alors on obtient :
P(a) = (a —a)Q(a) = 0.
= Supposons que a soit racine de P, et écrivons la division euclidienne de P par X — a : il existe
(Q, R) € K[X] tels que :
PX)=(X—-a)Q(X)+ R(X) et deg(R)<deg(X —a)=1.
Ainsi deg(R) <0, et R(X) =r € K. On évalue alors 1’égalité précédente en a :
P(a) =(a—a)Q(a)+r=r soit r=0
car P(a) = 0. Ainsi P(X) = (X —a)Q(X) et (X — a) divise P.
U

Exemple. Considérons le polynéme P = X3 — X + 6. On voit que —2 est racine évidente de P. Par
la proposition précédente, P se factorise par (X + 2). Pour obtenir sa factorisation, on peut :
e soit écrire P = (X +2)(aX? +bX +c¢), développer et procéder par identification des coefficients
e soit faire la division euclidienne de P par (X + 2) : le quotient correspond & l'autre facteur de
la factorisation.

— Propriété 20
Soit P € K[X], n € N* et ay,---a, € K des scalaires deux a deux distincts.

ap,ag,- - ,a, sont racines de P < (X —ay)--- (X — ap)|P.

Preuve.

< Si (X —ap)-- (X —ap)|P, alors il existe @ € K[X] tel que P = (X —a1)--- (X —a,)Q(X). En
évaluant en a; pour tout 1 < i < n, on obtient P(a;) = 0.

= Démontrons par récurrence sur n la propriété P(n) : Si P € K[X] admet n racines deux a deux

n
distinctes a1, --- , an, alors H(X — a;) divise P.
=1

e Initialisation : On a montré que P(1) est vraie a la proposition précédente.
e Hérédité : Soit n € N, et supposons P(n) vraie.
Soit P € K[X] un polynéme admettant n + 1 racines deux & deux distinctes a1, - , Gpy1.
D’apres I'hypothese de récurrence, il existe @ € K[X] tel que :
n
P=][x-a)Q.
i=1
n n

Comme a1 est racine de P, on a : Q(an+1) H(anH —a;) = 0. Or, H(anH — a;) est
i=1 i=1

un élément de K non nul. Donc Q(an+1) = 0 et il existe un polynéme Q; € K[X] tel que

Q1 = (X — ant1)Q. On obtient ainsi :

n+1
P: H(X —ai)Ql.
=1

et P(n + 1) est vraie.

15
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On conclut par principe de récurrence.

On obtient la conséquence importante suivante de cette proposition.

— Théoréme 21

(1) Un polynéme de degré n € N a au plus n racines distinctes.

(2) Le seul polyndome qui possede une infinité de racines est le polynéme nulle.

Preuve.

(1) Soit P un polynéme et supposons que P admette p racines deux a deux distinctes ay,--- , ap.
D’apres la proposition précédente, il existe alors @ € K[X] tel que :

P(X)=(X—a1) (X —ap)Q(X).
En prenant les degrés dans cette égalité, on en déduit que deg(P) = p+deg(Q) et donc p < deg(P).

(2) C’est une conséquence directe de la proposition précédente : si P est non nul, il n’a qu’un nombre
fini de racines.

O
Remarque. Un polynoéme de degré au plus n et ayant au moins n + 1 racines est le polynéme nul.

Comme autre conséquence, on obtient le résultat suivant qui permettra d’identifier les polynoémes et
le fonctions polynomiales.

Propriété 22

K[X] — PK
P — P

est bijective.
(X)

L’application ¢ : {

Preuve.

e ¢(P) = 0 implique P = 0 : en effet, si ¢(P) = 0, alors P =0, c’est & dire que la fonction
polynomiale z — P(x) est nulle sur R. Ainsi P admet une infinité de racines. C’est donc le
polynoéme nul : P = 0.

e ¢ est injective : soient P; et P, des polynomes tels que ¢p(Py) = ¢(Py). Alors ¢(Py — P2) =0, et
par le point précédent on en déduit que Py — P» = Og[x]. Ainsi Py = P et ¢ est injective.

O

Remarque. Pour un polynéme P = 3" a; X*, on a donc équivalence entre :

P=0(cestadirea,=0VkeN) & P =0/cestadie P(t)=0VtecK).

16
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4.2 Ordre de multiplicité des racines d’un polynome

— Propriété 23

Soient P € K[X], a € K et r € N*. On a I’équivalence entre :
e (X —a)" divise P,
e Pla)=P(a)=---=P" D(a)=0.

Si I'une de ces conditions est satisfaite, on dit alors que a est racine de P de multiplicité
au moins 7.

Preuve.

< Supposons que P(a) = P'(a) = --- = PU"~Y(a) = 0. Alors en appliquant la formule de Taylor &
P en a, on obtient (avec n = deg(P) :

" pk) (g " pk) (g (2 pW(a
k=0

k:’/‘ k;:'r‘

Ainsi (X — a)" divise bien P.

= Supposons que (X —a)" divise bien P. Alors il existe Q € K[X] tel que P(X) = (X —a)"Q(X).
Par la formule de Leibniz, on obtient que pour tout £k <r —1:

k

P =3 (4 - aret
=0
= (k r! r—iry(k—i
-2 ()i -t
k
- (X -a) (Z ()i~ a)”l@(kﬂ)
=0

olr—i—1>r—k—12>0. Ainsi en évaluant P*) en a, on obtient P*)(a) = 0 pour tout
0<k<r—1.

O

Exemple. Considérons P = X° — 7X* +19X3 — 25X2? 4+ 16X — 4. On a P(1) = P'(1) = P"(1) = 0.
Donc 1 est racine de P de multiplicité au moins 3.

— Propriété 24
Soient P € K[X], a € K et 7 € N*. On a ’équivalence entre :
(1) 3IQ e K[X], P=(X —a)"Q et Q(a) #0
(2) (X —a)" divise P et (X —a)"! ne divise pas P ;

(3) P(a)=P'(a) =---= P V(a) =0 et P")(a)#0.

Si 'une de ces conditions est satisfaite, on dit alors que a est racine de P de multiplicité
r exactement.

17
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Vocabulaire.
e Lorsque m > 2, on parle de racine multiple.
e Les racines d’ordre 1,2,3 de P sont respectivement appelés racines simples, doubles, triples de
P.
Preuve.

e (1) = (2) : On a déja que (X — a)" divise P. Supposons que (X — a)"+! divise aussi P, alors il
existe S € K[X] tel que P(X) = (X —a)""15(X). D’ou I'égalité :

(X -0y Q) = (X~ Is(X) = Q(X) = (X - )S(X).

Mais alors Q(a) = 0 ce qui est contradictoire.

e (2) = (3) : Par la proposition précédente, on a déja que P(a) = P'(a) = --- = PV (a) = 0.
De plus, si P(")(a) = 0, alors (X — a)"*! diviserait également P, ce qui n’est pas le cas. Donc
P (a) # 0.

e (3) = (1) : D’apres la proposition précédente, on a déja que (X — a)" divise P, et li existe donc
Q € K[X] tel que P(X) = (X —a)"Q(X).

Montrons que Q(a) # 0. Sinon, a est racine de Q et (X — a) diviserait ). Mais alors (X —a)"+!
divise P et on aurait avec la proposition précédente P"(a) = 0. D’ou une contradiction. Donc

Qa) # 0.
O

Exemple. Considérons toujours P = X5 — 7X4 4 19X3 — 25X2 + 16X — 4. On a P(1) = P'(1) =
P"(1) = 0 et que P®)(1) = 6. Donc 1 est racine de P de multiplicité 3 exactement.

On sait alors que (X — 1)3 divise le polynéme P, c’est a dire qu'il existe Q € K[X] tel que P(X) =
(X —1)3Q(X). Pour obtenir le polynéme @, on peut alors :

e soit développer P(X) = (X — 1)3Q(X) et obtenir @ en identifiant les coefficients ;

e soit faire la division euclidienne de P par (X — 1)3. Le reste est alors nul, et le quotient est Q.

Exercice. Soit P € R[X]. Montrer que si z € C\R est racine de P de multiplicité » > 1, alors @ est
aussi racine de P de multiplicité r.

En effet, si z est racine de P de multiplicité r, alors
P(z)=P'(z)=--- =P (z) =0 et P(2) #£0.

En passant au conjugué, on obtient (puisque les polynémes P sont & coefficients réels) :
P(z)=P'(z)=---=P" V(z)=0et P"(z) £0,

et donc Z est racine de multiplicité r de P.

— Propriété 25

Soit P € K[X], a1, - ,a, € K n scalaires deux a deux distincts (avecn > 1) et r,--- ,r, €
N*. Alors :

a; racine de P de multiplicité au moins 7, V1 <i<n <& (X —a1)? - (X —ay)™|P.

18
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Preuve.

< Puisque (X —a1)™ -+ (X —ap)™ divise P, on a en particulier que pour tout i, (X —a;)™ divise
P. Par une proposition précédente, on en déduit que a; est racine de P de multiplicité (au

moins) 7;.
= Montrons par récurrence sur n la propriété P(n) : pour tout P € K[X], a1, -+ ,a, € K[X], si
ai,--- ,a, sont racines de P, alors (X —ap)™ -+ (X — a,)™|P.

e Initialisation : Si n =1, la propriété est vraie par définition de ’ordre d’une racine.

e Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang n € N*. Considérons P € K[X] et
ai, -+ ,any1 desracines deux a deux distinctes de P d’ordres de multiplicités respectivement
au moins égales a 11, ..., Tn41.

D’apres 'hypothése de récurrence, il existe @ € K[X] tel que

n
pP= H(X —a;)"Q.
i=1
De plus, P(an+1) = 0 donc Q(an+1) [ (ant1 — ai)™ = 0. Ainsi, Q(apt1) = 0 car les a;
sont deux a deux distincts. Notons r 'ordre de multiplicité de a,41 en tant que racine de
@. On sait alors qu’il existe @ € K[X] tel que :

Q= (X —an1)"Q1 et Qilaps1) #0

On a alors :
n

P=(X ~an1) Qi [[(X )"

=1
=Q2

On a alors Qa2(ant1) = Qi(ant1) X [[iq(@ny1 — @)™ # 0. Ainsi, a,41 est racine de

P d’ordre de multiplicité exactement r. Par suite, r,11 < 7, et H?jll (X — a;)" divise
n

(X —ans1)" H(X —a;)" et donc aussi P. D’ou la proposition au rang n + 1.
i=1

On conclut par principe de récurrence.

On obtient la conséquence directe suivante de ce résultat.

Propriété 26

Un polynome de degré n a au plus n racines comptées avec leurs ordres de multiplicité.

5 Factorisation

5.1 Polynoémes scindés, polynomes irréductibles
Définition.
On dit qu’un polynéme P € K[X] de degré > 1 est scindé s’il peut étre factorisé en produit de

n polynémes du premier degré de K[X], c’est a dire s'il existe A € K et aq,...a, € K distincts ou
non tels que :

P=XX—-a1) (X —ap).
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c’est a dire aussi, en regroupant les racines distinctes avec leurs ordres de multiplicité :

P=MNX—a)™ ... (X — ay)%.

Remarque. Ainsi un polynome est scindé si et seulement si la somme des ordres de multiplicité de
ses racines est égale a son degré.

Remarque. La notion de polynéme scindé dépend du corps K considéré : ainsi X2+1 = (X —i)(X +1)
est scindé sur C, mais pas sur R car i ¢ R.

Exemple. Le polynome X™ — 1 est scindé dans C. En effet, on connait n racines distinctes de ce
2ikm

polynome, les racines n-iemes de 'unité e » . Puisque le polynome X" — 1 est de degré n et unitaire,

on obtient grace a la propriété précédente précédente :

n—1

X”—1:H(X—e¥>.

k=0

Définition.

Un polynéme non constant P € K[X] est dit irréductible sur K s’il satisfait :

VA,B e K[X], P(X)=AX)B(X) = deg(A)=0ou deg(B)=0.

Remarque.
e Les polynomes irréductibles dans K[X] jouent le role des nombres premiers dans N.

o Les polynomes de degré un sont irréductibles.

Soit P un polynéme de degré un. Supposons que P = AB, alors en prenant le degré deg(P) =
1 = deg(A) + deg(B). Donc on a bien deg(A) = 0 ou deg(B) = 0.

e Un polynoéme P € K[X]| est scindé et irréductible sur K si et seulement si deg(P) = 1.

e X2+ 1 est irréductible sur R mais pas sur C puisqu’il peut s’écrire X2 +1 = (X —4)(X +1).

Montrons que X2 + 1 est irréductible sur R : supposons que X2 + 1 s’écrive X2 + 1 = AB avec
A,B € R[X]. Sideg(A) =1, alors A = aX +b et —b/a € R serait racine de X? + 1. Donc
deg(A) = 0 ou deg(A) = 2 (et alors deg(B) = 0).

Exercice. Montrer qu'un polynoéme réel de degré 3 n’est jamais irréductible.

Soit P un tel polynome, P sa fonction polynomiale associée. Alors limis, P = +o00. Par le TVI, il
existe a € R tel que P(a) =0 et donc (X — a)|P. Donc P n’est pas irréductible.

5.2 Factorisation des polynomes dans C[X]

— Théoréme 27 (Théoreme de d’Alembert-Gauss)

Tout polynéme non constant de C[X] posséde au moins une racine dans C.
On traduit cette propriété en disant que C est algébriquement clos.
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Preuve. Admis O

On a la conséquence suivante de ce résultat.

Propriété 28

Tout polynéme non nul de C[X] est scindé.

Preuve. Montrons par récurrence la propriété P(n) : tout polynéme de C[X] de degré n est scindé.
e Initialisation : P € K* est bien scindé par définition, donc P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N et supposons P(n) vraie. Soit P de degré n + 1. D’apres le Théoreme
de d’Alembert Gauss, P admet au moins une racine a € C. Alors (X — a) divise P et il existe
Q € K[X] tel que P(X) = (X —a)Q(X). Or deg(Q) = n et par hypothese de récurrence, @ est
scindé :

Q:)\(X—al)--~(X—an).
Ainsi P=ANX —a)(X —a1)--- (X — ay,) est scindé, et P(n + 1) est vraie.

On conclut par principe de récurrence.

— Propriété 29

(1) Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynéomes de degré 1.

(2) Tout polynéme P de C[X] se factorise de fagon unique (a l'ordre pres des facteurs) en
produit de polynémes irréductibles de C[X] sous la forme :

Preuve.

(1) On a déja que les polynomes de degré 1 sont irréductibles. Réciproquement, soit P un polynéme
irréductible. Par le Théoréeme de d’Alembert Gauss, il existe a tel que P(a) = 0. Il existe donc
Q € K[X] tel que P = (X — a)Q. Comme de plus P est irréductible, on en déduit que @ € K* et
que P est de degré 1.

(2) Soit P un polynéme de degré > 1 de C[X]. D’apres la proposition précédente, P est scindé sur
C[X], d’ou existence d’une telle factorisation. L unicité a 'ordre des facteurs pres résulte du fait
que A est le coefficient dominant de P, aq,--- , ax les racines de P et «q, - - - , oy, leurs multiplicités,
donc des éléments déterminés par le polynome P.

O
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5.3 Factorisation des polyndmes dans R[X]

— Propriété 30

(1) Les polynomes irréductibles de R[X] sont

e les polynomes de degré 1 ;

e les polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

(2) Tout polynéme P de R[X] se factorise de fagon unique (a l'ordre pres des facteurs) en
produit de polynémes irréductibles de R[X] sous la forme :

(X2 = (2 + %)X + 2j%)%
1

J

P(X) =\ (H(X - >>

q
=1 =

Preuve.

(1)

On a déja vu que les polynomes de degré 1 sont irréductibles. Soit P un polynome de degré 2 a
discriminant strictement négatif et A, B € R[X] tels que P = AB. Si deg(A) = 1, P aurait une
racine réelle. Donc deg(A) = 0 ou deg(A) = 2 (et alors deg(B) = 0). Reste a montrer que ce sont
les seuls, on le fera apres avoir établi la décomposition.

Soit P de degré > 1 appartenant a R[X]. Alors P est scindé dans C[X] et on peut ’écrire comme
suit (les multiplicités des racines complexes conjuguées sont égales) :

p q

P(X) = (H(X - ai)‘”) [T(X —2)% (X - )
i=1 j=1

avec ai,-- - ,ap les racines réelles de P, 21,21, , 24, 24 les racines complexes non réelles de P.

En effectuant le produit des facteurs conjugué, on obtient la factorisation réelle suivante :

p q
P(X) = (H(X - cu)“i) [ICX? = G+ 2) X + %)

i=1 j=1

D’ou 'existence de la factorisation. L’unicité découle alors du fait que A est le coefficient dominant
de P, a1, - ,ap les racines réelles de P et aq, - - - , o, leurs multiplicités, z1, 21, - - -, 24, Z4 les racines
complexes non réelles de P et si,---,s, leurs multiplicités. Or ces éléments sont déterminés
uniquement par le polynéme P.

Fin du (1) Montrons que les seuls polynémes irréductibles sont de degré 1 et de degré 2 4 A < 0 : si P

n’est pas de 'une de ces deux formes, alors :

e soit deg(P) =2et A >0 : P est réductible dans R[X], puisqu’il se factorise en produit de
deux polynomes de degré 1 ;

e soit deg(P) > 3 : P est réductible d’apres la factorisation obtenue en (2).

O

» Pour factoriser sur R, on peut factoriser sur C, puis regrouper les termes complexes conjugués
(comme dans la preuve précédente).

Exemple. Factorisons X* + 1 dans R[X].
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e Méthode 1 : On cherche la factorisation de X* + 1 dans C[X] pour commencer. On cherche
pour cela les solutions de z* = —1. Ce sont les racines 4™ de —1 = '™ :

ik

T4k
zr=e'47"2 avec k=0,---,3.

On a zy = 73, 21 = %. Ainsi X* + 1 a quatre racines complexes distinctes. Puisque X* + 1 est
de degré 4 et unitaire, on obtient :

3
Xty1= H(X — z,) factorisation dans C[X]
k=0
= (X —20)(X —20)(X —21)(X — 71)
= (X% = 2Re(%)X + |20/*)(X? — 2Re(21) X + |21]?)
= (X2 - V2X +1)(X2+V2X +1)
e Méthode 2 : On utilise astuce suivante :
X' 41=(X2+1)2—2X%2 = (X2 - V2X + 1)(X? +V2X +1).

C’est la factorisation irréductible de X* + 1 dans R[X] car ces deux polyndmes sont & A < 0.

Exemple. Factorisons le polynome X" — 1 dans C[X] et dans R[X]| (n > 1). On a déja obtenu la

factorisation dans C[X] :
n—1

X"—1:H<X—e%>.

k=0
Pour obtenir la factorisation dans R, on doit distinguer les cas n pair et n impair.

e Si n = 2k est pair, on a en regroupant les termes complexes conjugués :

(x—e%) (x4

(X —1)(X +1) (X ~2cos(IT)X + 1) .

n

k—1
X*-1=x-1nx+1]]

SRS
Fol
I

<.
I
—_

e Sin =2k+ 1 est impair, on a de méme :

:?r

X2k'+1_1:(X_1)

(x %) (x - )

<X - QCOS(%)X 4 1) .

<
Il
-

zw

= (X

\
—_

)

<.
Il
—

5.4 Relations entre coeflicients et racines

Rappelons le résultat suivant.

— Propriété 31 (Relations coefficients racines)

Soit P(X) = aX? +bX + ¢ € K[X]. Alors :

Qo

. ap + o = —
a1, a9 sont racines de P & .
10 = a
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= Si a1, ay sont racines de P, alors P est scindé et P = a(X — a1)(X — a2). En développant et en

identifiants les coeflicients, on obtient {

< Supposons que {

ar +ag =2

a

c
g = o

c
arag = o

Oé1+042=—§

. Alors P = a(X? — (a1 +a2) X + o) = a(X —a1)(X —ag).

Ce résultat se généralise aux polynémes de degré n de la maniere suivante.

— Propriété 32

Alors :

O

Pn

Pn—1 _ Z ay

k=1

Soit P = Y"}_opX* € K[X] un polynéme scindé, ay, - - -

n
et (~1)"22 =T a.
k=1

n

Pn

, @y, ses racines (distinctes ou non).

Preuve. Comme P est scindé, et les a; sont ses racines, P s’écrit sous la forme

n

P=A][(x —a)

i=1

avec A le coefficient dominant de P. En développant, on obtient :

n

n

P=AT[(X —a)=2X" = Xar + -+ an) X" 4 4+ (=1)"A [ ] as.

i=1

En identifiant avec les coefficients de P, on obtient :

Po=X i ppa=-AY a ; po=A-1)"]]a
=1 ]

n
Ainsi, on obtient bien ] a; = (=1)"£2

=1

n
. __Pn-1
et Z:laz =t

=1

O

Exemple. Les racines de P = X" — 1 dans C sont les racines n-iémes de l'unité. Il y en a n =
d°(X™ —1), donc P est scindé. D’apres les relations coefficients racines,

et H w=(=1)"

WGUn

—1

1

— (_1)n+1_
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