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1 Intégration des fonctions en escalier

1.1 Fonctions en escalier

Définition.
On appelle subdivision s d’un segment [a, b] toute suite finie s = (xg, x1, ..., z,) de nombres réels
tels que :
a=xg<x1 < <z =0b.
Définition.

Soit ¢ : [a,b] — R une fonction. La fonction ¢ est dite en escalier sur [a,b] s’il existe une
subdivision s = (zg, 1,...,x,) de [a,b] telle que ¢ soit constante sur chaque intervalle |xp_1, x|
oul <k <n.

La subdivision s est dite adaptée a la fonction en escalier ¢, ou d’une autre maniére @ est en
escalier relativement a la subdivision s.

On note &(a,b) ensemble des fonctions en escalier.

Exemples.

4 Une fonction constante est en escalier sur tout segment [a, ], relativement & toute subdivision
de [a, b).

a fonction partie entiere est en escalier sur tout segment [a, b], relativement a la subdivision de
4 La foncti tie entie t li tout t [a, ], relati t a la subdivision d
[a, b] constituée de a,b et de tous les entiers du segment [a, b].

4 La fonction ¢ : [a,b] — R suivante est en escalier relativement & la subdivision s = (a, x1, z2,b).
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Propriété 1

Soient @, 1) € E([a,b],R) et A\, u € R. Alors ||, \p + u1), ¢ x ¢ sont dans &([a, b], R).

Preuve. Soient (f,g) € £([a,b],R) et (\,u) €ER%. Onas:a=ag<--- < a, = b, subdivision de
la,b] adaptée & fett:a=10by <--- <b, =0, subdivision de [a, b] adaptée a g. On considere u = sUt
qu’on réécrit a =cg < --- < ¢, =b.

Pour i € [|0,r — 1]], f|]0i,Ci+1[7 f|]Ci7Ci+1[ et gjjc;,ciqq| SONL constantes, donc |f||]C¢,C¢+1[’ (N + Mg)l]ci,ci+1[
et (f9)ci,ci| €galement. Ainsi fg et A\f + jg sont en escaliers. O

Remarque. Comme de plus la fonction nulle est en escalier, on en déduit que &([a,b],R) est un
sous-espace vectoriel de F([a, b, R).
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1.2 Intégration des fonctions en escalier
Définition.
Soit ¢ : [a,b] — R une fonction en escalier sur [a, b] relativement & la subdivision s = (zg, z1,...,Zy)

de [a, b]. Notons ¢ la valeur prise par ¢ sur l'intervalle |xg_1,zi[ ou 1 < k < n.
On appelle intégrale de la fonction en escalier ¢ sur [a,b] le réel noté f[a b ¥ donné par :

/ Y= ch(IBk — Tp-1).
[a,b] 1

Remarque.

e [’intégrale ne dépend pas des valeurs de f aux points de la subdivision.

n

e Cette définition est consistante car le réel ch(:vk — xx_1) ne dépend pas de la subdivision

k=1
choisie. En effet :
— L’intégrale est invariante si on ajoute un nombre fini de points a s = (xg,...,Ty).
11 suffit de le montrer pour l’ajout d’un point. Si s’ = (zg, ..., ZTm—-1,Y; Tm,-..,Ty), alors :

c(rr—xo)+ -+ ema1(Y — Tm-1) + cm—1(Tm —y) + - + cn(@Tn — Tp—1)

est égal a

n

(@ —x0) ++ + em1(Tm — Tm1) + o+ en(Tn — Ta1) = > cr(@k — Tpor).
k=1

— L’intégrale ne dépend pas de la subdivision choisie
Soient s et ¢t sont deux subdivisions adaptées a ¢. D’apres ce qui précede, le calcul de

f[a b ¥ conduit au méme résultat sur les subdivisions s et sUt, sur t et s Ut, et donc sur
les subdivisions s et ¢ .
Interprétation géométrique. L’intégrale de ¢ est la différence Ry — R_ ou :
e R, est la somme des aires des rectangles situés au dessus de I’axe Ox ;

e R_ est la somme des aires des rectangles situés en dessous de 'axe Oz.

Il s’agit de l'aire algébrique du domaine compris entre la courbe représentative de ¢, ’axe des abscisses
et les droites = a et x = b.

Exemple. Calculons f[o n] E ou E désigne la fonction partie entiere :

/ I L Ul
[0,n] 2
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— Propriété 2

(1) Linéarité de l'intégrale : Vi, € E([a,b],R)? et (\, u) € R, f[a,b}()\gp—i-mb) = )\f[a’b} v+
,uf[a,b] .
(2) Relation de Chasles : Vo € £([a,b],R), Ve €]a, b], f[a,b] f= f[avc} f+ f[c’b] f.

(3) Positivité : Vo € E([a,b],R), p >0 = © > 0.
[a,b]
(4) Croissance : Yo, € £([a,b],R), o <9 = o< 1.
[a,b] [a,b]
Preuve.

(1) Soient s et t des subdivisions adaptées & ¢ et ¥ et u =sUt. Onnote u:a =ag < --- < a, = b.
Pour i € [|0,n — 1{], ¥ja;,a5,1] €6 Y)jas,a,1| SONt des constantes qu’on notera k; et I;.

n—1 n—1 n—1
/[ b]()\sﬂ + ) =Y (air1 — ai) ki + i) =AY (ai —ai)ki+p Y (ai —ai)li
G i=0 i=0 i=0

ZA/ o+ p (0
[a,b] [a,b]

(2) Tout d’abord si ¢ € E([a, b], R), alors @y, et ¢|cp sont aussi en escalier.

Soit s une subdivision de [a, b] adaptée a ¢ et t = sU{c}, qu’on écrit a = ap < --- < a, = b. Soit
p € [|0,n]] tel que ap = c. Alors a = ag < --- < a, = c est une subdivision de [a, ¢] adaptée a
Plla,q €6 ¢ = ap < -+ < ap = b est une subdivision de [c,b] adaptée a | p. Pour i € [|0,n — 1]],
Plla,ais.| €St constante égale a k;. Ainsi

n—1

> (a1 — ai)k; 2/ f.

i=0 [(l,b]

p—1 n—1
/[ ]f +/[ ] f=3 (air1—aki+) (a1 —a;)ki =
a,c c,b i=p

=0

(3) Comme f est positive, k; > 0. Par suite, /
[a,b]

n—1
f= Zki(ai-H —ai) > 0.
=0

(4) 11 suffit d’appliquer (3) a la fonction ¢ — ¢ et d’utiliser la linéarité de I'intégrale.

(Il
1.3 Approximation des fonctions continues par des fonctions en escalier
Théoreme 3
Soient f : [a,b] — R continue sur [a,b] et ¢ > 0. Alors il existe 6 : [a,b] — R en escaliers
telle que Vz € [a,b], |f(x) — 0(x)| <.
Preuve. Admis. O
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— Propriété 4

Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b]. Pour tout ¢ > 0, il existe deux fonctions ¢, €

E([a,b],R) telles que :

o< f<y et 0<yp—p<Le.

Preuve. D’apres le théoreme précédent, on a 6 en escaliers telle que Va € [a,b], |f(z) — 0(z)] < 5.
O(xz) — 5§ < f(xz) < 0(x) + §. On pose alors les fonctions en escalier ¢ = 0 — § et ) = 0 + § pour
(]

obtenir le résultat.
Illustration. Déterminer graphiquement ¢ et ¢ qui conviennent sur ’exemple suivant :

y
f(x)

2 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

2.1 Construction
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Notons :
D={(z,y) €ER? |a<z<bet0<y< f(zx)}.

Si ¢, 1 sont des fonctions en escalier sur [a, b] telles que ¢ < f < 1), alors les nombres f[a 0 ¥ et f[a b] P
donnent intuitivement des approximations par défaut et exces de 'aire algébrique du domaine D.

y y
f(x) ‘ f(z)

Pour définir 'aire de D, on est ainsi conduit & introduire les ensembles suivants :

Epyf)={vec(atR)v=f} et &,,(f)={re&(abR)p<f}.
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— Théoreme 5
Si f :[a,b] — R est continue, alors :

. A[;b](f) = {f[a,b] olype ngb](f)} admet une borne supérieure,

. A[J;b}(f) = {f[a,b] V| e E[jl"b](f)} admet une borne inférieure,

et ces deux bornes sont égales.

Preuve. La fonction f étant continue sur le segment [a,b], elle est bornée sur [a,b]. posons m =
inf f(z)et M = sup f(x).
z€[a,b] z€(a,b]

o 5[; 2 (f) est non vide puisqu’il contient la fonction constante m. Ainsi I la ,b]( f) est une partie non
vide de R. De plus pour tout ¢ € 5[;b](f), onap<f<M. Donc:

/ o< | M=Mb-a)

[a,b] [a,0]

L’ensemble A[; b]( f) est donc une partie non vide de R et majorée (par M (b — a)). Il possede
donc une borne supérieure que ’on note a.

e De méme, A[Z b]( f) est une partie non vide de R et minorée par m(b—a). Elle possede donc une
borne inférieure que 1’on note .

e Puisque pour tout (p,1) € E[;b](f) X E['g’b](f), o <1, ona f[a?b} o < f[a’b] . Ainsi f[@l?] 1 est un
majorant de A~ (f), sa borne supérieure « est donc plus petite que f[a b] 1. On obtient :

Ve g, as< [

[a,b]

De méme, « est un minorant de A[J; b}( f), et B est le plus grand des minorants de cette partie.

Donc o < 8.

e Soit € > 0. On sait qu’il existe ¢ € 5[;,b](f) et Y € S[Jg’b}(f) telles que pour tout = € [a, ],

Y(x) — p(z) < e On a alors :
— <elb—a).
/[a,b] v /[a,b] pecbma)

Or par définition de a et 5, on a :

/ p<a<p< [
[a,b] [a,b]

D’ou pour tout € > 0,0 < —a < f[a 0] P — f[a b ® < €(b — a). Finalement, on a bien a = 3.
[l
Définition.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale de f sur [a, b] le nombre réel noté
f[a b] f défini par :

J =sup { /
[a,b] la

E = inf Er
b]@“oe [a,b](f)} m {/[a,b]wh/)e [a,b](f)}

)
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L

Interprétation géométrique. f[a ] f est laire algébrique du domaine D du plan situé entre le
graphe de f et I’axe des abscisses (comptée positivement lorsque le graphe est au dessus de 'axe Oz,
négativement en dessous).

2.2 Propriétés de l’'intégrale

— Propriété 6 (Linéarité)

Soient f,g : [a,b] — R continues et (\, u) € R2.

/ (Af+u9)=A/ f+u/ g
[a,b] [a,b] [a,b]

Lemme. Soit ¢ > 0. Si f : [a,b] — R continue et 0 € £([a,b],R) telles que |f — 0| < ¢, alors

Jon® = o
(a,b] [a,b]

Preuve du Lemme. On a § —e < f <6+ ¢, d’ou (par définition de I'intégrale) :

/[mb] (0 —¢) < /[mb] f< /[a,b} 0 +¢).

Par linéarité de l'intégrale des fonctions en escalier :

Jou? = L
[a,b] [a,b]

Preuve. Soient 6,62 € £([a,b],R) telles que :

<(b—a)e

< (b—a)e.

|f —01] <eet|g—0s <e.

[ [ [ oo
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

Posons h = A\f 4+ ug et 8 = A0 + pbz. On a :
[h = 6] < (|A] + |p])e.

Lo-L
[a,b] [a,b]

Posons I = / 0= )\/ 01 + ,u/ 02 (par linéarité pour les fonctions en escalier). Grace a (x),
[a,b] [a,b] [a,b]

Par le lemme :

(%) < (b—a)e et < (b—a)e.

Par le lemme :

< (b= a)([Al+ |pDe.

on a :

< (b= a)(JAl + |p]e.

A f+u/ g—1
[a,b] [a,b]
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Finalement on obtient :

A:L/ h (A f+u/ 9)

[a,b] [a,b] [a,b]

[ w-rra-n[ pouf g
[a,b] [a,b] [a,b]

[ on=tjslr=af jeuf g
[a,b] [a,b] [a,b]
< 26— a) (A + Ju])e.

_l’_

Comme c’est vrai quelque soit € > 0, on en déduit A = 0, et donc la linéarité de l'intégrale. [l

— Propriété 7 (Relation de Chasles)

Soient f : [a,b] — R continues et ¢ € [a, b].

/[a,bl /= /[] I /[cu I

Preuve. Soit ¢ € £, b}(f). On a alors :

Plla,c] € g[;c](f) et Plle,b] € A[;b}(f)

Par définition de I'intégrale, on obtient :

/ wz/ ¢+/ ¢S/ [+ I
[a,b] la,c] [c,b] [a,c] [c,b]

Ainsi / f+ f est un majorant de A[; b]( f). Par définition de la borne supérieure :
la,] [e,b] ’

/[a,bl /= /H I /[cﬁ] 4

En appliquant (linéarité) ce résultat & —f, on en déduit I'inégalité inverse, et donc :

/ f=/ f+ f.
[a,b] la,c] [e,b]

Notation. Soient a et b deux réels quelconques (en particulier on ne suppose plus nécessairement

O

a < b). Soit f une fonction continue entre a et b. On définit le réel f; f(z)dz par :
e sia<b, f; f(x)dz = f[a y f(@)dz ;
e sia=b, f;f(x)dx:O;

e sib<a, f; flz)dr = — f[b,a] f(x)dx.

La relation de Chasles et la linéarité sont alors vraies pour a, b, ¢ quelconques.



PCSI5 Lycée Saint Louis

— Propriété 8

Soient f,g: I — R continues sur un intervalle I et a,b € I.

b
(1) fZOetaSb:/ f(z)dz >0 ;

()f<geta<bé/ f(z dx</bg(m)dx;

/|f Jldz

(4) Sia<betm < f < M entre a et b, alors m(b —a) < f;f(a:)d:ng(b—a).

) a<b= x)dx

Preuve.

(1) Puisque f > 0, alors ¢ = 0 est une fonction en escalier sur [a, b] telle que ¢ < f. Par définition de
Pintégrale de f sur [a,b], on en déduit que

/ab f(z)dz > /ab p(x)dx = 0.

(2) On applique le point précédent a la fonction h =g — f >0 :
/ x)dxr > 0= / x)dx > / flx
(3) On a pour tout x € [a,b], —|f(x)| < f(z) < |f(z)|. D’ou par croissance de l'intégrale :
b b b
- [t < [ s@is < [ @),

[ s < [1sae

(4) Tl suffit de prendre l'intégrale dans les inégalités m < f < M.

par linéarité de 'intégrale.

Ainsi, on obtient

Remarque. La majoration suivante, vraie également si b < a, peut étre utile :

[ el <| [ 1syas

Définition.
La valeur moyenne d’une fonction f : [a,b] — R continue est :
1
/’L = b f'
= @ Jlap]
Remarque. La valeur moyenne est la constante p qui vérifie / 7
[a,b] a,b]

Exercice. Soit f : [a,b] — R continue.
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(i) Montrer que |u| < SUpP[q,p] |fl.

On a:
71 ' d 71 ' dz =
< < = .
|M|_b a/a|f(x)|:c_b a/asup|fac sup | f|

[a,b] [a,b]

(ii) Montrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = p.

f est une fonction continue sur un segment [a,b]. On sait alors qu'il existe m, M tels que
f([a,b]) = [m, M]. De plus on a :

1 b 1 b 1 b

soit encore m < p < M. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € [a, b] tel
que f(c) = p.

Propriété 9

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et positive. Alors f[a ) f = 0siet
seulement si f est nulle sur [a, b].

Preuve.
< Si f est nulle, son intégrale est nulle.

= Par contraposition, supposons que f n’est pas nulle sur [a,b] : Jc € [a,b] tel que f(c) > 0.

flo .
5

D’apres la définition de la continuité de f en ¢ avec € =
da<a<f<b Vrelad], z€lo,f]=|f(x)— fle)] <e.

! (20). En prenant I'intégrale, on en déduit donc que :

Ainsi pour tout z € [a, ], on a f(z) <

/abf(x)de/jf(x)d:nZ/jed:r_(ﬂ_a)5>0.

O

Remarque. Si f n’est pas supposée continue, le résultat est faux : par exemple f(x) = 0 sur |0, 1] et
f(0) = f(1) =1 est positive, non nulle mais fol f=0.

3 Sommes de Riemann

Définition.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et n € N*. On appelle somme de Riemann d’ordre n
associée a f la somme :

b—a 2 b—a
R, — S fla+k
n n
k=0 N——
=ag

10
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Remarque. Cette somme de Riemann est 'intégrale de la fonction en escalier ¢ qui vaut f (ay) sur
lak, ag4+1] pour tout 0 < k < n — 1. Cela correspond a ’aire en bleu dans le dessin ci-dessous.

f(x)
f(x)
1
=
x
a b
— Théoreme 10
Si f est continue sur [a, b], alors :
lim R, = I
n—-+00 [a,b]

Preuve. On fait la preuve dans le cas ou f est lipschitzienne (ce qui est en particulier le cas si f est
de classe C! sur [a, b]). Notons K la constante de lipschitz associée & f sur [a, b].

[ s m =I5 [ e -0

k=0 "% k=0
n—1 aga1
- [T @) - fayds
k=0~ %k
n—1 api1
< Z / f(z) — f (ar)dz| par inégalité triangulaire
k=0 'Y 0k
n—1 apy1
<Y [ @ - s elds
k=0~ %k
n—1 a1
< Z / K|x — ag|dx car f est lipschitzienne
k=0 "%
n—1 api1
< Z/ K(ap+1 — ar)dx car f est lipschitzienne
k=0 " %
o NP (b-a)
SED (app1—a)’ =K o =K
k=0 k=0
o (b—a)? . . . ’
Comme enfin lim K ———— = 0, on obtient par théoréme d’encadrement lim R,, = f(z)dz. |
n a

Remarque.

11
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e On reconnait la méthode des rectangles. En particulier, ce résultat signifie qu'une somme de
Riemann constitue une bonne approximation de I'intégrale pourvu que le pas soit petit.

b—a b—
e On a le méme résultat avec R), = a E f (a +k a>.
n
k=1

n

f(x)

Méthode des rectangles “a droite”.

Remarque. Méthode des trapézes. La vitesse de convergence de la somme de Riemann vers

1
I'intégrale est en —. On peut améliorer la précision en utilisant la méthode des trapeézes. On approche
n

alors f[a b] f par

n—1
To(f) = b—az f(ag) + f (ag+1)

1
On obtient alors une approximation en — : Si f est de classe C? sur [a, b], on peut montrer que

n
b (b—a)?
/a f(x)dx — Tn(f)‘ < M2712n2
ou My = sup |f"(x)].
z€[a,b]
Exemple. Calculons :
n—1 n—1 2n—1
k 1 km
ngl—ir-looz n?2’ kz_o k+n nEI—ll-loo; — Sln?

12
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e On a, en posant f; : x — x,

n—lk 1n—1k 1n—1 k 1
P D D D <n> e G

n—1 1 1n71 1
== = =1In2
kzok—Fn nkzol—l—k:/n Zf2< >n—>+oo/f2 .

-1

n—1
1 km 1 (I +n) 1 D
E sm— - E < > E sm< > = —— sin —

= =0
On pose f3:x — sinz,

2n—1 n—1

1 Im
nkZ:;L m—:——z 1n=—2f3( )nHﬂ)O /f3

4 Intégrale des fonctions continues a valeurs dans C
Définition.

Soit f : [a,b] — C une fonction continue.

On appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre complexe défini par :

/f— Re(f)—i—z‘/ m(f).
(a,b] (a,b] [a,b]

— Propriété 11

Soient f, g : [a,b] — C continues, ¢ € [a,b] et (A, u) € C2.

(1) Linéarité : / (Af +pg) = A f+u/ g;
[a,b] [a,b] [a,b]

(2) Relation de Chasles : / / /
[a,b] la,c] [c,b]

[ EY

[a,0] [a,b]

(3) Inégalité de la moyenne :

Remarque. Les propriétés liées a ’ordre n’ont plus de sens dans le cas complexe.

5 Calcul intégral

Dans toute la suite, K désigne I’ensemble R ou C.

13
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5.1 Primitives

Définition.

Soient I un intervalle et f : I — K une fonction continue. On appelle primitive de f sur I toute
fonction F' de classe C! sur I et dont la dérivée est f.

Propriété 12 (Lien entre deux primitives d’une méme fonction)

Deux primitives d’'une méme fonction sur un intervalle différent d’une constante.

Preuve. Si F et F; sont deux primitives de la fonction F' sur I, alors (F} —F) = F|—Fy = f—f =0
donc la fonction F} — Fy est constante sur 1. O

— Propriété 13 (Théoréeme fondamental de I'analyse)

Soient I un intervalle de R, f : I — K une fonction continue, et a € I.

I —- K
. . x 5 . . oy 5
(1) La fonction F': N / F(t)dt est I'unique primitive de f s’annulant en a.
a

(2) Pour toute primitive F': I — K de f, on a

/x f(t)dt = F(z) — F(a).

Preuve.

(1) La fonction F' est définie pour tout = € I car f est continue sur [a,x] ou [z, a] (selon que x > a ou
x < a). Soit xy € I, montrons que F' est dérivable en zg et que F'(z9) = f(x¢). On a pour tout
zel:

— f(wo) =

T — xg T — X0

F(@) = Fzo) — [ rwi- )

- ! /f(t)—f<xo>dt

Tr — X

D’ou avec I'inégalité de la moyenne (on vérifie que cette inégalité est aussi vraie si z < xg) :

'M—f(fco)‘z L 150 - st

r — X0 r — X0 xo

Or f est continue en zq, donc :
Ve>0, 3a>0,Vtel, [t—xol <a = |f(t)— f(zo)| <e.

Alors pour tout x € I, |x — z9| < a, on a pour tout ¢ € [zg, x|, | f(t) — f(z0)| < € et en reportant :

'w — f(xo)| = x_lxo /x:sdt <e.
F(z) — F(xo)

Ainsi on a montré que lim
T—x0 Tr — X0

Puisque c’est vrai pour tout xg € I et que f est continue, on en déduit finalement que F est de
classe C! et que F' = f.

= f(zo). Donc F est dérivable en zq et F'(zq) = f(x0).

Reste & montrer que F' est I'unique primitive de f qui s’annule en a. Si G satisfait aussi ces
propriétés, alors on a vu qu’il existe C € K tel que F' = G + C. En évaluant en & = a, on obtient
C =0, et donc F = G.

14
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(2) Soit h: x — F(z) — F(a). Alors h est dérivable sur I comme combinaison linéaire de fonctions
qui le sont, et pour z € I, h/(x) = F'(x) = f(x). De plus h(a) = 0, donc h est une primitive de

T
f s’annulant en a. D’apres I'unicité du point précédent, on a pour tout x € I, h(z) = / f(t)dt.
a

D’ou le résultat.

O
Notations.

e Le symbole [ f(z)dx (introduit par Leibniz) désigne une primitive quelconque de f. Elle est
donc définie & une constante additive pres.

e La fonction z +— [ f(t)dt est la primitive de f s’annulant en a.

) v(z)
5.2 Etude de = — / f(t)dt
u(z)

— Propriété 14

Soient I,.J deux intervalles de R, u,v : I — R de classe C! telles que u(I),v(I) C J et
v(z)

f :J — K continue. Alors la fonction g : x — / f(t)dt est définie sur I, de classe C!
u(z)

sur I, et :

Vz €I, g'(x) = f(o(x))v'(z) — f(ulx))u'(z).

Preuve. Pour tout = € I, on a u(z),v(z) € J et J est un intervalle. Donc [u(z),v(z)] C J et g(z)
existe pour tout x € I.

La fonction f : J — K étant continue sur J, elle admet une primitive ' de classe C! sur J. On a alors
pour tout = € I,

g(x) = F(v(z)) — F(u(z)).

La fonction ¢ est donc de classe C! en tant que différence et composées de fonctions de classe C', et
pour tout x € I, on a :

Exemple. Etudions les variations et les limites aux bornes de la fonction ¥ : R — R définie par :

3x
Ve eR, Y(z) :/ e dt.

xT

Notons f(t) = e~**. La fonction f est définie et continue sur R*. De plus u(x) = x et v(x) = 3x sont
de classe C! sur R, & valeurs dans R. Donc ¥ est de classe C! sur R.
Etudions la parité de ¥ : R est symétrique par rapport a 0, et on a pour tout = > 0 :

—3x —x 3x
U(—z) = / et = —/ e dt = —/ e dt
—x —3x T

car la fonction f est paire (pour la derniere égalité, il suffit de raisonner en terme d’aires). On étudie
donc la fonction sur R.
On a pour tout x € Ry :

V(z) = 3¢9 _ g7,

15
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In3 In3 In3
Ona¥'(z) >0« 22< % s < \/%. Ainsi, U est croissante sur [0, \/%], décroissante sur

In3
Vs
Déterminons sa limite en +oo : pour tout ¢ € [z, 3x],

+o0].

2 2 2 2 2
eI <et <em = 2279 < U(x) < 2.

Par croissances comparées et théoréme des gendarmes, on en déduit que limy,_, 1o ¥(z) = 0.

5.3 Intégration par parties

— Propriété 15 (Intégration par parties)

Soient f et g sont deux fonctions de classe C! sur [a,b] & valeur dans K.

/a bf’(t)g(t)dt = [f(t)g(t)]z — / b Ft)g (t)dt.

Preuve. On a

b b b b
/ F(0gt)dt + / F(t)g (1)t = / (F(0g(t) + F(B) (0)dt = / (o) (t)dt = [f<t>g<t>}

puisque fg est C! comme produit de fonctions qui le sont. O

Notation. En pratique, on procedera a une intégration par partie en utilisant le tableau suivant :

+ 19 f!
N
-9 L f

Exemple.

¢ Calculer une primitive de arctan.

1
¢ Calculer/ x2etdx.
0

5.4 Changement de variables

— Propriété 16 (Changement de variable)

Soient I un intervalle de R et f : I — K une fonction continue sur I. Soient ¢ : [a,b] — T
une fonction de classe C! sur [a,b]. Alors

w(b) b
/ f(@)dx = / Flo(t)e (B)dt.
w(a) a

On dit qu’on a effectué le changement de variables x = ().

16
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Preuve. Si F est une primitive de f, alors F o ¢ est une primitive de fop x ¢’ et on a :

©(b) o(b)
/ T8 =PI = (o) ~ Pl

b
/ Fop(t)¢(t)dt = [F o p(t)]a = F(p(b)) — F(p(a))-
O

» Dans la pratique, on veillera en effectuant un changement de variables a modifier les trois éléments

e la variable © = ¢(t),
o [’élément différentiel dx = ¢'(t)dt,
e les bornes de lintégrale : sit varie entre a et b, x = ¢(t) doit varier entre ¢(a) et ¢(b).

Exemple.

T

booe
¢ Calculer / 1

+ e
a
|
¢ Calculer / nixzda:.
1/a 1 +x

— Propriété 17
Soit f : R — K une fonction continue.

(1) si f est périodique de période T, alors pour tous a,b € R:

/abf(t) dt_/awf(t) dt, /aa+Tf(t) dt_/bb+Tf(t) dt

+T

(2) si f est une fonction paire, alors pour tout a € R: [ f(t) dt =2 [ f(t) dt.

. . . . a
(3) si f est une fonction impaire, alors pour tout a € R: [ f(t) dt = 0.

6 Formules de Taylor

6.1 Formule de Taylor avec reste intégral

— Théoréme 18 (Formule de Taylor avec reste intégral)

Pour toute fonction f : [a,b] — K de classe C"*!, on a 1’égalité :

F(b) = = (b— a)kf(k)(a) + /b (b;!t)"f(nﬂ)(t)dt

Preuve. On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : “Pour tout f € C""!([a,d],K), on

n —a k b _\n
a5 = S P 0+ [0 e gar,

k=0 ) @

17
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OSifestC1 on a :
0

>0

k=0
donc P(0) est vraie.

b _ 1\0 b
)6 — o) +/a (b O!t) F(t)dt = f(a) +/a fl(#®)dt = f(a) + (f(b) — f(a)) = £(b)

e Soit n € N tel que P(n) est vraie. Soit f € C"*2([a,b],K). En particulier, f € C"*!([a,b],K).
Par hypothese de récurrence, on a :

(k) (g b
0 =3 Lo —ap o+ [FOD e

n!
k=0

—¢)nti < . .
De plus, les fonction f*1) et t — — (b(nfgl)! étant C!' sur I, on a, par intégration par parties

PO 0" iy gy [ O iy ]| [0
/a a (t)dt_[ CESIE (t)L / CESURANECA
_g)n+! b _ f\n+1
= St s [ o

On en déduit immédiatement que

n o p(k) a _g)n 1 by _ p\nt+1
10 =3 g0 ot + G+ [ e ar

ntl k) (g T (p _ p\n+l
:Zf ( )(b_a)kJr/ (lzn ?1; £ ()

et P(n + 1) est donc prouvé.

En conclusion, pour tout n € N, P(n) est vraie. O

s c e 3 . 3 5
Application aux inégalités. Montrons que Vx € [0,7/2], v — % <sin(z) <z — % + 155

On applique la formule de Taylor avec reste intégral & sinus a l'ordre 4 entre 0 et = € [0,7/2] :

) B T (:C . t)4
sin(x) — (z — 2/6) = /0 1 cos(t)dt.

Or en encadrant 'intégrale, on a :

< t)dt < dt = 2.
0 —/0 g cosdt=s ) 120

D’ou finalement Vz € [0,7/2],  — % <sin(z) <z — % + %.

— Propriété 19 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Pour toute fonction f : [a,b] — K de classe C"!, on a l'inégalité :

(b —a)"t!
(n+1)!

S Mn+1

ou Mn+1 = sup[mb] |f(n+1)‘

Preuve. On majore le reste de la formule de Taylor par I'inégalité de la moyenne :
b AT ) _
/ (b t) f(n+1) (t)dt' < / (b t)
a n! o n!

(b _ a)n—i—l

())dt<Mn+1/ O =

18
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6.2 Applications
— Propriété 20 (Formule de Taylor-Young)

Pour toute fonction f : I — K de classe C™

n

D

k=0

Veel, f(x) =

(z —a)

Lycée Saint Louis

et tout a€l,ona:

k

S 19a) + ol — a)").

Preuve. Puisque f est de classe C™, on a par la formule de Taylor avec reste intégral :

n—l

)=

k=0

x—a f(k

En retranchant le terme en k& = n, on obtient :

e = [
i

ac—a)

(x —t)n !

NCE F(t)dt.

@=

(x —t)n 1
(n—1)!

(x —t)" 1
(n—1)!

n (x'_ "
F(t)dt — e

(f"(t) — £ (a))dt

Ainsi avec I'inégalité de la moyenne, on en déduit (on suppose & > a, on procederait de méme si z < a)

' zn:x—a

k=0

Or f(™ est continue en a :
Ve > 0,3a > 0,Vt € I, |t — al
On obtient ainsi, pour a <z < a4+ a:

-3

k=0

(z—a)”

D’ou le résultat.

x
S/
a

T — n—1
O | - )| a

<a o (M) - )| <=
x—t)" 1 xr—a)”
n _t)l)' dtze(n!) <e(z—a)".

O

Remarque. C’est grace a cette formule qu’on avait obtenu les développements limités des fonctions

exp, cos, sin,  — (1 + z)® notamment.

— Propriété 21

Pour tout z € C, on a :

exp(z

lim
n—-+400

Zk.

Preuve. La dérivée n-ieme de la fonction f :

appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange sur [0,

x +— exp(zx) est x — 2" exp(zzx), et on a donc en
1] :

n+1

sup [z exp(zx)|.

0<z<L1

(n+1)!

19
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En notant z = a + ib, on obtient | exp(zz)| = exp(az) < exp(|a|) pour 0 < z < 1. On en déduit :

no ok n+1
z ||
exp(z) — § T < mexlﬁ)ﬂa‘)‘
k=0
‘Z|n+1
On conclut par théoreme d’encadrement en notant que lim m = O
n !
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