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1 Généralités

Dans tout le chapitre K désignera R ou C et les suites considérées seront a valeurs dans K.
1.1 Définitions

Définition.

Soit (un)nen € KN

n
e On appelle série de terme général u,,, la suite (S, )nen définie pour tout n € N par S, = Z U

k=0
On la note E U, E U, OU encore E Up,-

neN n>0

e On dit que la série Zun converge si la suite (Sy,)nen admet une limite finie dans K et on
appelle alors somme de la série :

+oo n
S = Zuk = lim Zuk
n—-+o0o
k=0 k=0
Dans le cas contraire, on dit que la série > u,, est divergente.
e Lorsque la série converge, on pose aussi pour tout n € N :
+o0
Ry=85-5,= > w.
k=n+1
On dit que :

— Sy, est la somme partielle d’ordre n ou n-ieme somme partielle ;

— R, est le reste partiel d’ordre n ou n-ieme reste partiel.

Remarque. Si E Uy est une série converge, lim R, = lim S-S5, =0.
n—-+o0o n—-+4o0o

— Propriété 1

Soient Y uy, Y v, deux séries.

e Si Y u, et > v, sont convergentes et (\, u) € K2, alors la série > (Auy, + pvy, ) converge
t
¢ +o0 +o0 +o0
Z()\un + pvp) = /\Zun -+ ,qun.
0 n=0 n=0

n=

e Si ) wu, est convergente et Y v, est divergente, alors > (u, + vy) est une série diver-
gente.

Remarque. Attention, il est possible que la série > (uy + vy,) converge alors que les séries ) u,, et
> vy, divergent. On ne peut donc pas scinder cette somme en deux somme sans vérifier au
préalable que ces deux séries convergent.

Vocabulaire. Déterminer la nature d’une suite ou d’une série, c’est déterminer si elle est convergente
ou divergente. En particulier, deux suites ou deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes
les deux convergentes ou toutes les deux divergentes.
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Propriété 2

On ne change pas la nature d’une série en modifiant un nombre fini de ces termes.

n
Preuve. En effet, si u, = v, pour n > N, alors la convergence de U,, = Zuk équivaut a celle de
k=0

n
Vo = ka puisque :
k=0
N

U, -V, = (ur — vi) = constante.
k=0

[y

Remarque. Toute suite est une série et inversement. En effet :
e la série Y u, est la suite (Sy) ;

e la suite (uy,) est la série > (u, — up—1) car :

n
E (ug, — ug—1) = Up — u—_1 = Uy, en prenant par convention u_; = 0.
k=0

En particulier, la suite (uy,) et la série Y (u, — u,—1) sont de méme nature.

Exercice. Montrer que la série suivante est convergente et calculer sa somme :

1
Zn(n—l—l)'

n>1

1.2 Condition nécessaire de convergence

— Propriété 3 (Condition nécessaire de convergence)

Pour que la série E uy converge, il faut que

lim u, =0.
n—-4o00

Mais ce n’est pas suffisant !

Preuve. En effet, si lim, 400 S, = 5, alors on a :

Up =S, —Sp1 — S—5=0.
n—-400

O

Vocabulaire. Si (u,)nen ne converge pas vers 0, alors la série associée ne converge pas : on dit qu’elle
diverge grossierement.

Exemple. La série Z(—l)” diverge grossierement.
n>0
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Exemple d’une série divergente dont le terme général tend vers 0.
1

La série g —, appelée série harmonique, n’est pas grossierement divergente. Montrons qu’elle diverge
n>1

cependant. On a pour tout k> 1 :

1 /k+1dt 1
< =
k+1~ J,

t  k
D’ott en sommant pour 1 <k <n-—1:

Ainsi, on a :
et donc lim H,, = +o0.

Précisons le comportement de cette série quand n — 4o00. Considérons pour cela v, = Hy, — In(n).
La suite (7;,) est bornée car 0 < 7, < 1 pour tout n. Et on a pour tout n > 2 :

1
Tn T Y1 = In(n) +in(n —1)
en se rappelant que In(1 + z)
appelée la constante d’Euler (v

1 1
=—+In(l--)<0

n n
< z pour tout z > —1. Ainsi (v,) est convergente. Sa limite 7 est
=0,5...). On a donc 7y, =7+ o(1), et ainsi :

H, =In(n)+ v+ o(1).
1.3 Séries usuelles

1.3.1 Série géométrique

Soit z € C, et considérons la série ) 2", appelée série géométrique de raison z.

— Propriété 4

> 2™ converge si et seulement si |z| < 1, et sa somme est alors :

+o0
1
I
n=0

1—2"

Preuve.

e Si|z| > 1, alors |2"| > 1 et lasuite (2™) ne converge pas vers 0, donc la série diverge grossierement.
e Sifz|]<1,onapournéeN:

1—zntl 1
Sp=) F="->" :
Py 1—2 p<1l1—2
O
1 — pntl Sntl
Remarque. On a S zliet R, =2ty nt2 4. = —
— .
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1.3.2 Série exponentielle

n
. c 1z - z . .
Soit z € C, et considérons la série — appelée série exponentielle.
n!

— Propriété 5

Zn
Z =~ est convergente pour tout z € C, et sa somme est alors :
n!

“+oo
P

i exp(z).

n=0

Rappel. Formule de Taylor avec reste intégral.
Pour toute fonction f : [a,b] — K de classe C"™! on a I'égalité :

" b )k b n
s =3 T g 4 [ o gar

n!
k=0

Preuve. La dérivée n-ieme de la fonction f : z +— exp(zz) est z — z™exp(zz), et on a donc en
appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange sur [0, 1] :

n o e(k) n Lk
-3 O o) -3 %
k=0

k=0
En notant z = a + ib, on obtient |exp(zx)| = exp(azx) < exp(|a|) pour 0 < z < 1. On en déduit :

n+1

< ——— sup |27 exp(zx)|.

1
(n+1)! o<e<t

(-3 2| < T epa
exp(z) — —| < ———exp(|al).
— k! (n+1)!
n+1
On conclut par théoréeme d’encadrement en notant que lim (‘Z|+1)| =0. O
n !

2 Séries a termes positifs

Dans cette section, on ne considere que des séries ) u, & termes positifs, c’est & dire u,, > 0.

2.1 Résultats de convergence

Soit ) u, une série a termes positifs. Alors la suite des sommes partielles (.S,,) est croissante, puisque
Sn+1 — Sp = Up4+1 > 0. Par le théoreme de limite monotone, on obtient :

— Propriété 6
Soit Y uy, une série a terme positifs.

(1) La série Y u, est convergente si et seulement si la suite (.S,) des sommes partielles
est majorée, soit :

n
Zun converge < dM > 0,Vn € N,Zuk < M.
k=0

n
(2) Sila série Y u, diverge, alors on a ngl—‘,r—loo kZOUk = +o0.
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— Propriété 7

Soient deux séries a termes positifs > u, et Y v,. On suppose que pour tout n € N,

0 <u, < vy
“+oo “+o00
1) Si ) v, converge, alors »  u, converge et on a Uy < Up -
g g
n=0 n=0

(2) Si Y u, diverge, alors Y v, diverge.

Preuve.

(1) Si Y v, converge, alors pour tout n € N,

n n +oo
0< Unzzuk < ka < ka-
k=0 k=0 k=0

Donc la suite des sommes partielles (U,,) est majorée, donc ) u,, converge. On obtient de plus
en passant a la limite dans les inégalités :

“+oo “+o0o
Z U < Z V-
k=0 k=0

n
(2) Supposons que Y u, diverge. Alors limy, 400 Up = limy, 4o Zuk = 4o00. Comme de plus,
k=0

n

onal0<U,<V,= ka, la suite (V,,) des sommes partielles n’est pas majorée. Donc > vy,
k=0

diverge.

O

Remarque. Le résultat reste vrai si 'inégalité 0 < u, < v, n’est valable qu’a partir d’'un certain
rang, puisqu’on ne modifie pas la nature d’une série en changeant un nombre fini de ses termes.

— Propriété 8

Soit Y wu, et Y v, deux séries a termes positifs. Supposons que u, = O(v,) (c’est en
particulier le cas si uy, = o(vy)).

(1) Si > v, converge alors Y u, converge.

(2) Si ) u, diverge alors > v, diverge.

Preuve. Soit > u, et Y v, deux séries a termes positifs telles que u, = O(v,) :
dM > 0,3ng € N,Vn > ng, |uy| < Moy,

Puisque (uy) et (v,) sont & termes positifs, on a donc pour tout n > ng u, < Mwv,. Le théoréme
précédent permet alors de conclure. O
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— Propriété 9

Soit Y uy, et Y v, deux séries & termes positifs. Si u, ~ v, alors E Uy, et E vy, sont de
n>0 n>0
meéme nature.

Preuve. Si u, ~ v,, on a en particulier : u, = O(v,) et v, = O(uy). En appliquant le théoréme
précédente pour ces deux relations, on obtient le résultat. O

ATTENTION. Le critere d’équivalence est faux si les termes généraux des séries ne sont pas de signe
constant.

Exemples. Etudier la nature des séries suivantes :
1 1 2
DRUEED SERED S

Exemple. Etudier la nature de la série suivante et calculer sa somme :

1
2124—224—---—}-712‘

2.2 Comparaison Série-Intégrale

Soit f : [0,400[— R une fonction continue, positive et décroissante.

f() (@)

On a pour tout n € N,
n+1

fln+1)< / F(t)dt < f(n).

n

— Propriété 10

Si f : [0, +oo[— R une fonction continue, positive et décroissante, alors la série > f(n)

n
et la suite (/ f(t)dt) sont de méme nature.
0

Preuve. En effet d’apres les inégalités précédentes, la série > f(n) est de méme nature que la série

n+1 n
> / f(t)dt, elle méme de méme nature que la suite ( / f (t)dt> de ces sommes partielles. O
n 0
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Application a I’étude de la série de Riemann

. . . 1 . .
Soit = € R, et considérons la série ) —, appelée série de Riemann.
n

— Propriété 11

1 . .
> — est convergente si et seulement si x > 1, et on note :
n

+oo
1

g — = ((z) (fonction zeta de Riemann).
n

n=1

Preuve.

e Pour x <1,on a:
1+1+ +1>1+1+ +1
2@ nt — 2 n’

1
Comme la série harmonique diverge, on en déduit que — diverge si z < 1.
n

1
e Supposons z > 1. Alors la fonction f(¢) = e est continue, positive et décroissante sur [1, +o0l.

n
La série > f(n) est donc de méme nature que la suite n — / f(t)dt. Or, cette suite et
1

croissante et majorée car :

/"f(t)dt:{t—wﬂ]" 111 <1
1

—93-1—11:3:—1 x—1n*1 =~ -1

Ainsi, la somme de Riemann converge pour x > 1.

O
Exercices. Déterminer la nature des séries suivantes :
P(n) ( 1 >
avec P,Q € R[X] ; arccos [1 — — | .
2 Gt LUNEDS NG
P(n) A . : NPT
e > m Comme P, (Q sont des polynomes, ils sont de signe constant a I'infini. Donc le terme
n

général est toujours positif (ou négatif) pour n assez grand. Notons a,XP et by X9 les termes
dominants de P et ) respectivement. Alors P(n) ~ a,n? et Q(n) ~ byn?, et on a donc

P(n) a, 1
Qn) by naP
1 P
— Sig—p<1:lasérie ) %ZW diverge, et donc ) QEZ; aussi ;
P
—siqg—p>2:lasérie ) Z:nq—p converge, et donc ) QEZ; aussi.
1
e > arccos <1 - \F) Puisque arccos : [—1,1] — [0, 7], c’est une série a termes positifs. Posons
n

1
Uy, = arccos <1 — \/ﬁ) On a:

1
cos(up) =1— —
n
w2
cos(up) =1— 7" + o(u?) car limu, = 0.
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2
- . u 2
Ainsi on obtient — = -2 + o(u2), donc u2 ~ —= ou encore u, ~

V2
N i v

1
d’une série de Riemann d’exposant 1 Elle diverge donc, et > u, diverge.

C’est le terme général

+oo
Remarque. Déterminons un équivalent du reste partiel R, = Z — de la série de Riemann

k=n+1
lorsque = > 1.

k+1
e e 1 dt 1 -
On a l'inégalité W < — < e D’oli en sommant pour n <k <n-+p:
k
n+p+1 1 n+p+1 dt n—+p 1
Z == / w S 2
k=n k=n
Pl gy 1 1 1
Or on a: / v 1 ( — T 1):0_1). Faisons alors p — +o0o0 dans l'inégalité
n x— n n+p
précédente, on obtient :
1
Rn < 7 1 nx_l >~ Rn—h
soit encore :
1 1 <R < 1 1
r—1(n+1) "Tx—1net
1
Donc R,, ~ ———— et on obtient ainsi que :
z—1n>1

C(x) = S+ Ry = Sp + —— 1 +0< 1_).

xz—1nz1 ne—1

n
1
Exercice. Déterminer un équivalent de S,, = Z \f

. . 1 . .
C’est une série de Riemann avec z = ok donc on sait que lim S, = +o0o. On en cherche un
n—-+o0o

équivalent. On a pour tout k € N* :

1 </k+1 dt _ 1
E+1 7" Jw vVt~ VE
On somme pour 1 <k <n:
n-l—ldt
S, —-1< — <S5,
n+1 ~ ) \/i_ n
n+1dt

Or 7 = 2v/n + 1 — 2, on obtient donc :
1

Wn+1-2<8,<(2Vn—2)+1=2yn—1.

Ainsi S, ~ 2y/n, et on a Z = 2y/n + o(yv/n).

k=1

Exercice. Formule de Stirling.
n
n! ~V2mn (ﬁ) .
e
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2.3 Comparaison a une série géométrique

— Propriété 12 (Regle de d’Alembert)

. PR . .- . u
Soit > uy, une série & termes strictement positifs. On suppose que lim 1t _ e [0, +o0].
Up,

e Si0 </ <1, la série converge.
e Si/l > 1, la série diverge et limu, = +oo.

e Si /=1, on ne peut pas conclure.

Preuve. Supposons que 0 < ¢ < 1, et montrons que la série ) u, converge. Soit pour cela € > 0 tel
que £+ e < 1. Alors il existe N € N tel que pour tout n € N,

Un+1
Un

n>N=

Un

i u
—E‘ < e, soit encore Al </l+e.

On a alors pour tout n > N,

U Un—1 UN+1
nox 2l wox A N

0<u, < xuy < (L+e)" Nuy.

Unp—1 Unp—2 un

(n—N) facteurs

Dot 0 < uy, < (giiN)N(f +¢e)". Comme £+ <1, > (£ +¢)" converge, et donc Y u, aussi.
€

Le cas ¢ > 1 se démontre de la méme manieére. O

1 U
Remarque. Y — vérifie lim —% = lim

n® Up, n+1
divergente, on voit que I’on ne peut pas conclure.

In(n)

Exemple. Etudions la nature de > ) On applique le critere de d’Alembert : pour tout n > 2,

x
1
) = 1. Comme ) — peut étre convergente ou
n

271
Untl _ In(n+1) . 1
Un, 21In(n) 2

In(n)

Donc la série ) on

est convergente.

2.4 Comparaison a une série de Riemann

Soit Y uy une série a termes positifs. Si u, ~ % avec ¢ # 0, alors :
® > u, convergesixz >1;
e > wu, diverge si x < 1.

Si lim n*u, = 0 ou 400, on peut cependant conclure comme suit.

— Propriété 13

Soit > u,, une série a termes positifs.

e S'il existe x > 1 tel que limn”u, = 0, soit encore si u, = o(1/n"), alors la série
converge ;

e Si limnu, = 400, la série diverge.

10



PCSI5 Lycée Saint Louis

Preuve.

e S'il existe z > 1 tel que u, = o(1/n"), comme ) 1/n* converge car x > 1, on en déduit que
> u, converge aussi.

1
e Si limnu, = 400, alors — = o(uy,), et la série harmonique étant divergente, on en déduit que
n

> uy, diverge.
(I

Exercice. Etude de la série de Bertrand > ou z,y € R.

n*in(n)y

3 Séries absolument convergentes

Définition.

On dit qu’une série Y u, est absolument convergente si la série a termes positifs Y |u,| est con-
vergente.

Remarque. Grace a cette notion, on se ramene a I’étude d’une série a termes positifs pour laquelle
on peut appliquer tous les résultats de la section précédente.

Exemples de séries absolument convergentes.

e ) 2" est absolument convergente pour |z| < 1.

Zn
e > o) est absolument convergente pour tout z € C.

Propriété 14 (Condition suffisante de convergence)

Pour qu’une série Y u,, converge, il suffit qu’elle soit absolument convergente.

Preuve.

e Supposons tout d’abord que K = R.
Pour n € N, on note

n

4 Up Slu, >0 _ —Uy, Siup, <0
ul = . U, = .
0 sinon 0 sinon

On a alors uy, = u,f —u,;, 0 < ufb < |uy| et 0 < wu; < |uy|. Parle critere de comparaison des séries
A termes positifs, comme Y |u,| converge, >_ ul et > u,, convergent. Ainsi > u, = > (ut —u,;)
converge.

e Supposons maintenant K = C. Pour n € N, on a |Re(uy)| < |up| et [Im(uy)| < |u,|. Par
le critere de comparaison des séries a termes positifs, comme ) |uy| converge, > |Re(uy)| et
> [ Im(uy,)| convergent. D’apres le point précédent, > Re(uy) et Y Im(uy) convergent. Ainsi
> up = (Re(uyn) +iIm(uy,)) converge.

O

Exemple de série convergente, mais non absolument convergente

11
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-1 n—1
Considérons la série harmonique alternée > L Cette série n’est pas absolument convergente
n
puisque :
(_1)n71

1
= — terme général de la série harmonique qui diverge.
n n

—1)"
La série > Q est cependant convergente car :
n

1 1 1 1 1
A R B T T
:Hgn—2<1+11+~-+1)—Hgn H,
2 4 2

= (In(2n) + v+ 0(1)) — (In(n) + v+ o(1)) = In(2) + o(1)

. . ) 1
Donc lim Sy, = In(2), et lim So,,+1 = lim <5’2n + 1

n’est pas absolument convergente, mais elle est convergente et :

) = [n(2). Ainsi la série harmonique alternée

+00  1\n—1
> ( 12 = In(2)
n=1

On parle de série semi-convergente.

Exercice.
in
- €
e Montrer que la série g —5 converge.
n
n>1

in 1 1
En effet, pour n € N*, on a |—| = —;. Or, la série g — converge. D’ou la convergence
n n
n>1
ein
absolue et donc la convergence de E —.
n>1
—1)"Inn —1)"Inn
o Etudier la convergence de la série E ( - . Pour tout n > 1, posons u, = % On
e e
n>1
Inn . . ) ) 9 n?lnn
a :|up| = ——. Ainsi, par croissances comparées, on a n°|u,| = — 0.
en en n——+o00
. 1 . . . .
Ainsi, |u,| = o (2 . Par comparaison & une série de Riemann, on en déduit que Y |u,| est
n

convergente. Ainsi, Y u, est absolument convergente et donc convergente.

— Propriété 15
Soient deux séries > uy, et Y vp.

+oo
< 2 |unl.

n=0

+oo
> Un

(1) Si )" u, converge absolument, alors
n=0

(2) Si > u, et > w, convergent absolument, alors pour tout (), u) € K2, la série > (Au, +
[vy,) converge absolument et on a :

+o0o +00 +oo
Z [Aun + pop| < A Z un| + |p| Z |vn.
n=0 n=0 n=0

Preuve.

12
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(1) Soit n € N, d’apres I'inégalité triangulaire, on a

Zu § uk|

Comme les deux séries convergent (car ) u, converge absolument donc converge), en passant
cette inégalité a la limite, on a le résultat voulu.

(2) Soit n € N. Toujours en utilisant I'inégalité triangulaire, on a :

n n n 00 +o00
Z |Aug + pog| < |A| Z |ug| + |p Z [ve| < [A Z luk| + [l Z |k |-
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Ainsi, les sommes partielles de la série a termes positifs | Auy + pog| sont majorée. Donc cette
série converge, et > Auy + pvy converge absolument. On obtient de plus en passant a la limite
quand n — 400 dans 'inégalité précédente :

“+oo —+00 “+o00
Z | Ay, + pon| <A Z un| + |p| Z U]
n=0 n=0 n=0

D’ou le résultat.
O

Remarque. On a ainsi montré que I’ensemble des suites absolument convergentes est un sous-espace
vectoriel de RN,

— Propriété 16

Soit g U, une série & valeur dans K et g v, une série a termes positifs. Si u, = O(v,)
n>0 n>0
et si g v, converge, alors E u, est absolument convergente, donc convergente.

n>0 n>0
Preuve. En effet si u, = O(vy,), alors |u,| = O(v,) et la convergence de la série E v, entraine la
n>0
convergence absolue de la série E uy, et donc sa convergence. O
n>0
. L. sinn
Exercice. Montrer que la série g —373 . converge.
n3/2 + cosn
n>1
P tout n > 2 sinn 1 ) 1 1
our tout n > 2, on a : < e ~ .
’ n3/2 + cosn n3/2 -1 n3/2—-1 n3/2
. 3 1 ,
Comme g 3 /2 converge (somme de Riemann avec a = 5), E 373 converge (équivalence du
nd3/2 _
n>2 n>2

sinn

—575 - converge absolument
n3/2 + cosn

terme général de deux séries a termes positifs). Par comparaison, g
n>2
sinn . . sinn
donc g converge absolument. Finalement, on obtient que E

converge.
n3/ 2 4 cosn
n>1

n3/2 4+ cosn

13



PCSI5 Lycée Saint Louis

4 Critere spécial des séries alternées

— Propriété 17

Soit (a,) une suite réelle décroissante, positive et qui tend vers 0. Alors la série
> (—=1)"a,, converge. De plus :

e les suites (S2,) et (San41) sont ajacentes (de limite S) ;

e le reste R, = >/ _H(—l)ka;c est du signe de son premier terme et lui est inférieur
en valeur absolue, soit :

—+o0
signe(Ry,) = (—1)”'H et Z ag| < apyq.
k=n-+1
Preuve.
Sonyo — Son = G2py2 — G211 <0 5 Sopq1 — S2p-1 = —agp41 +az, > 0.

Son — Sop_1 = ag, > 0, de limite nulle.

Donc (S2,) et (S2n+1) sont adjacentes. Ainsi, (S),) est convergente, et on a :

“+o00
VneN, Sy <S5= Z(_l)kak < Sop.
k=0
On a alors Ry, = S — Sa, < 0, et son premier terme est (—1)?"*lag, 1 = —ag,y1 > 0. Ainsi (Ra,)

est du signe de son premier terme. De plus, on a :
|Ron| = |S — Son| = Son — S < Sop — Sony1 = @241

Donc |Rgy| est inférieur a la valeur absolue de son premier terme ag,+1. On procede de méme pour
(Ron+1) a partir de Sopi1 < S < Sopqa. 0

(1!

Exemple. On retrouve grace au critere spécial des séries alternées que ) converge bien

qu’elle ne soit pas absolument convergente.
(=" o :
Exemple. Posons u, = ——*—— et déterminons la nature de »_ u,. On ne peut pas appliquer

Vit (1) 1

le critere spécial des séries alternées directement, puisque la suite de terme général n — ———
Vit (1)

n’est pas décroissante (|ua,| < |ugnt1]).

» Pour obtenir la nature d’une série, il peut étre intéressant d’effectuer un développement limité du
terme général de la série.

nt (=D Ve D" v

(=D" (=" 1 _=nn <1 _ (—172”
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(=n"
2.
Vn
1
vers 0, > — est divergente, et >
n

S o(——).

n\/ﬁ
Finalement, la série > u, converge.

est une série alternée, qui converge donc car n — 1/4/n est positive, décroissante et tend

(="
nyn

est absolument convergente, donc convergente. De méme pour

Exemple de deux séries équivalentes de natures différentes.

Rappelons que si u, ~ vy, et (uy) et (vy,) sont de signe constant, alors les séries > u, et Y v, sont
de méme nature. Attention, ce n’est plus vrai si on retire I’hypothése de signes constants
(1) (="
vn vn

comme le montre I'exemple précédent : wu, ~

et pourtant »_ u, diverge alors que )

diverge.

5 Plan d’étude d’une série numérique

Considérons une série Y u, a termes quelconques. Pour montrer que E uy converge, on vérifie, dans
I’ordre :

e si son terme général tend vers 0.
e si elle est de signe constant :

— On se ramene a une série a terme général positif.

— on applique les théorémes de comparaison/domination/équivalence avec/par des séries de
références (géométrique, Riemann, exponentielle)

— on peut essayer le critere de d’Alembert.
e si elle est de signe quelconque :

— On étudie la convergence absolue de la série.
— si la situation s’y préte, on applique le critére des séries alternées.

— on peut essayer d’effectuer un développement limité de son terme général.

6 Développement décimal d’un nombre réel

On s’intéresse ici a Iécriture d’un réel positif sous la forme d’un “nombre a virgule”.
L’écriture décimale d’un réel positif x :
+ A2y
r=ag+—+— + ...
710 " 102
conduit naturellement a 1’étude de séries de termes général, a,, 107", ot ag € N et pour tout n > 1,
an € [|0,9]].

Propriété 18

Soit (an)nen € NN telle que ¥n € N*, a,, € [|0,9]], alors Z a,10™" converge.
n>0

15
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Preuve. En effet, pour n > 1, on a 0 < a,107" < 9 x 107", Comme »_ 9 x 10~ converge (c’est
une série géométrique de raison 1071), 3" a, 107" converge par le critere de comparaison des séries &

termes positifs. O
Exemple. On a 0,33333--- = 213 107" =30 = 1.
n
+00
De méme 0,9999--- = > 9.107" = 9221 =1 = 1.0000...

n=1
Il y a donc plusieurs manieres d’écrire un nombre décimal avec une infinité de chiffres derriere la
virgule

— Propriété 19 (Développement décimal propre)

Soit x € R4. Il existe une unique suite (a,),en d’entiers naturels telle que pour tout n € N*,
“+o0o

an € []0,9]] et (an)nen non stationnaire sur 9, telle que z = > a, 107"
n=0

Cette unique écriture est appelée développement décimal propre de x.

Remarque. Le développement décimale 0.999... de 1 sera dit impropre.

Preuve. On raisonne par analyse/synthese.

e Analyse : Supposons avoir (a,)nen € Z telle que Vn € N* ap, € [|0,9]], (an)nen non stationnaire
+o00
sur 9, telle que x = Y. a,107"™. Alors ag = ap1070 < Z ap 107" = z et comme (ay,)pen n'est
n=0 n=0

“+o00 —+00
pas stationnaire 9, r = ap+ > a, 107" < ap+ Y, 9x 107" = ag + 1. Ainsi ap = [z] par unicité

n=1 n=1
de la partie entiere. Pour n € N*, on a de méme :

hty n o 9% 107P = ht o0
a0+10+ + On_x<ao+10+ 10n+pzn;1 X a0+10+ +10n+

donc 10™(ag+{§+- - -+ 10n) < 10"z < 10"(ap+ I+ - -+ 1gw) +1. Par unicité de la partie entiere,

on a donc 10" (ag + 7§ + - - + {gw) = [10"x] puis ag + {§ +- -+ {gw = [lfgf]. Comme on montre
de méme que ag + 45 P = 1070 g, = 107 (“{’Jﬂ - Bl = 1107a] — 10[107 4],

On a donc unicité.

e Synthése : Posons ag = [7] et pour n € N*, a,, = [10"z] — 10[10"'z]. Alors (an)nen € ZY. Pour
n € N*, comme [10"z] < 10"z < [10%z] + 1 et [10" tz] < 10" 1z < [10"1z] + 1, 10[10" 2] <
10"z < [10™2]+1, donc 10[10" 2] < [10"z]+1 et comme ce sont des entiers, 10[10" x| < [10"x]
et a, > 0. De méme [10"x] < 10"z < 10([10"'z] + 1) donc [10"x] < 10[10" 2] + 10 et comme
ce sont des entiers [10"z] < 10[10" !z] + 9 donc a,, < 9.

n

n
Pour n € N, on note p, = 3. ax107% et ¢, = > a;107% + 107", On a alors

k=0 k=0
n L n . k1 b1 _n n [10n$]
Prn = Zaklo + Z 10 —10 [10 x]) = [.I'] +10 [10 x] B [x] = 10m
_ k=1

par télescopage. De méme ¢, = [long]LH. On a vu au chapitre 7 que (pn)nen €t (gn)nen sont

adjacentes et convergent vers z, avec pour n € N, p, < x < ¢,. Comme (py),ecN converge vers

+00
x,onax =y, a,107". Enfin, supposons que (a,)nen soit stationnaire 9 a partir du rang k.
n=0
On a alors
k—1
P304 30107~y #1075 g
n=0 n=~k
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or < qg_1... absurde ! Ainsi (ay,)nen n’est pas stationnaire égale & 9 & partir d’un certain rang
et on a l'existence.

O

Propriété 20

Soit x € R. x est rationnel si et seulement si son développement décimal propre est
périodique a partir d’un certain rang.

Preuve.

—+00
e Supposons x rationnel. On écrit x = § = > ¢,107" avec a € Z et b € N*. Pour k € N, on

n=0
éerit 10Fa = bqy, + 1. la division euclidienne de 10Fa par b. C?mmes les rj, sont des éléments de
[|0,b6 — 1|] (ensemble fini), on a k < [ tel que ry = r;. Alors IOT“ — 10—“ =q — qr € N, donc 1()1“

et 10’“% ont mémes chiffres apres la virgule (par unicité du développement décimal propre). On
a donc ¢,y = cpyk pour n € N, et ¢, g_g) = ¢ & partir du rang k. La suite (cp)nen est donc
périodique a partir du rang k.

+00
e Réciproquement, supposons que x = »_ ¢,107" avec (¢, )nen k-périodique & partir du rang N.
n=0
Alors
N— 400 N+kl+k—1 400 N+k—1
:Z 10"+Z Y ol = ch10”+z Z Cipp 1071 M
n=0 = i=N+kl
N-1 N+k—1 A N+k—1 \ Fee
=N ¢ 10 +Z< > cilo_’) 107F = Zc 10" ( > ci10_Z> > oy
n=0 i=N i=N 1=0
N-1 N+k—1
— N ", 107+ ( Z cﬂO") m
n=0
donc x € Q.

O

Pour approfondir. La notion de développement décimal propre permet notamment de montrer que
R n’est pas dénombrable, i.e. que R n’est pas en bijection avec N (contrairement a Z et Q). Les
curieux pourront faire une recherche sur le net a partir des mots clefs : preuve de Cantor, R non
dénombrable, procédé diagonal de Cantor.
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