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1 Matrice d’une application linéaire

Dans tout le chapitre K désignera R ou C, E un K-espace vectoriel de dimension finie.

1.1 Matrice d’un vecteur, d’une famille de vecteurs

Définition.

Soient E un K-espace vectoriel et B = (ey,...,e,) une base de E. Soit z = x1e; + -+ + x,€, un
vecteur de F.

On appelle matrice de = dans la base B la matrice colonne notée Matg(z) de ces coefficients
dans la base B :

Ty
Matg(z) = :
Tn
T
Remarques. En pratique, on identifiera souvent une matrice colonne : € M,,1(K) au n-uplet
L,
(x1,...,2y) de ses éléments dans K".
— Propriété 1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = (ey,...,e,) une base de E.

Alors, ’application :
(I)B : F = Mml(K) (ou Kn)
x +— Matp(z)

est un isomorphisme de K espace vectoriel.

Preuve. L’application @3 est linéaire car les applications coordonnées dans une base le sont. Elle est

a1
de plus bijective car la donnée d'un vecteur colonne X = | : | détermine un et un seul vecteur de
Qp
E, a savoir le vecteur x = a1eq + ... + apén. O
Définition.
Soient E un K-espace vectoriel et B = (e1,...,ey,) une base de E. Soit F = (uy,...,up) € EP, une
famille de vecteurs de FE.
On appelle matrice de la famille (u1, ..., u,) dans la base B et on note Matg(F) = Matg(ui,. ..
la matrice de M, , dont la j-eéme colonne est Matg(u;) :
mi1 ... ij e m17p
. . . n
Matp(F) = | miq ... mij; ... My ou  u; = Zmi’jei pour tout 1 < 5 < p.
. . . k=1
mnp1 ... mn’j e Mpp

Exemples.

e SiB=(eq,...,e,) est une base de FE, MatgB = I,,.

, Up)
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e Considérons E = K3, B sa base canonique et 71 = (1,2,3), 22 = (2,0, 1) vecteurs de E.

Matg(z1,x2) =

W N =

2
0
1

Exercice. Ecrire la matrice des polynémes P;(X) = (X + a)’ pour tout 0 < i < n dans la base
canonique (1, X, ..., X") de K,[X].
1.2 Matrice d’une application linéaire

Rappel. Une application linéaire u € L(E, F') est complétement déterminée par I'image d’une base
de F.

Définition.
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie p et n, B = (e1,...,e,) une base de E,
C=1(f1,...,fn) une base de F et u € L(E, F).
On appelle matrice de u dans les bases B et C, notée Matg ¢ (u) la matrice Mate (u(e1), ..., u(ep))

de la famille (u(ey),...,u(ep)) dans la base C.

m171 e ij e mLp
. . . n
Matge (u) = | mi1 ... mij ... My ou u(e;) = g m; fi pour tout 1 < j < p.
) . k=1
mnp1 .- mn’j e mn’p

Remarque. dim(F) = nombre de colonnes de la matrice, dim(F') = nombre de lignes de la matrice.

Exemple. Soient B = (e, e9,€3) est une base de E, C = (f1, f2) est une base de F, et u € L(E, F)
définie par :
u(e1) =5f1 +6f2 ; wu(ea) =—-2f1+3f2 ; wulez)=10f>.

Alors on a Matgc(u) = <2 _32 100>'

Exemple. Considérons u : R? — R3, (x,y) — (2 + 2y,2z + y,2y), et B la base canonique de R?,
B =((1,2),(—~1,1)), C la base canonique de R3. On a :

12 51
Matge(u)=[2 1] et Matge(u)=[4 -1
02 4 -2

Remarque. La matrice d’une application linéaire dépend des bases choisies au départ et a I'arrivée !

Cas d’un endomorphisme. F = F', on prend alors la méme base au départ et a 'arrivée B = C, et
pour tout u € L(E), on note plus simplement Matz(u) = Matg g(u), matrice de u dans la base B.
Exemple. Matp(ldg) = I,,.

Exemple. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E, B = (e1,...,e;), Bg = (ér41,...,€n)
des bases respectives de F' et G. Notons By = (Br, Bg), base de E adaptée & E = F & G.
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e Soit p le projecteur sur F' dans la direction de G. Alors :

I, Orn—r
Matg, (p) = ( ’ ) .

Onfr,r Onfr,nfr

e Soit s la symétrie par rapport a I’ dans la direction de G. Alors :

I 0pp—
Matg, (s) = < 0 _TM _Tj’.z_: >

Dans la base By = (B¢, Br), ces endomorphismes ont pour matrices :

s = () = (T )

Cas d’une forme linéaire. Soit ¢ € L(F,K) une forme linéaire, B = (eq,...,e,) une base de FE.
On prend (1) pour base de K. En notant a; = ¢(e;) pour tout j, on a donc :

MatB((p) = (ah cee 7an) € Ml,n(K)'

— Propriété 2

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie rapportés a des bases B et C, et
u € L(E, F). Soit X la matrice des coordonnées de x € E dans la base B, Y la matrice des
coordonnées de y = u(x) dans C et A = Matgc(u). On a :

Y = AX.

Preuve. Notons B = (e1,...,¢€p), C = (f1,...,fn), A = (a;;) = Matgc(u) et (z1,...,2,) (resp.
(Y1, ---,Yn)) les coordonnées de z (resp. y) dans B (resp. C). On a

P P b " n P
y=u(x) =u() zje;) = Y wjule;) = Y xj <Z az‘,jfz) =D aig; | £
=1 J=1 j=1 i=1 i=1 \ j=1
n
y="> vif
i=1
Par unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base, on en déduit que pour tout i € [|1,n]],
P
Yi = Z ENESE =
j=1
Exemple. Considérons u : R? — R3, (z,y) — (z + 2y, 22 +y,2y). On a :

12 . 3
w(l,1)=[2 1 ><<1): 3
0 2 2

1.3 Compatibilité avec les opérations

— Propriété 3

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finies, munis respectivement des bases
B et C. Pour tout (u,v) € L(E,F)? et (\, pn) € K2,

Matae()\u + pv) = AMatg c (u) + uMatp ¢ ('U)
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Preuve. Notons B = (e1,...,ep) et C = (f1,..., fn), Matgc(u) = A = (a;;), Matgc(v) = B = (b; ;)
et Matgc(Au+ pv) = C = (¢; ;). Pour tout j € [|1,pl], on a :

n n n
(Au+ muv)(ej) = A (Z ai,jfi> + u (Z bw‘fi> = Z()\ai,j + pbi ) fi
i=1 i=1 i=1
n
Or, (Au+muv)(e;) = Z ¢ j fi- Par unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base, on en déduit
=1
' p
que pour tout i € [|1,n]], ¢;; = Z(Aam + pb; j), d’ott le résultat. O
j=1

— Propriété 4

Soit E et F' deux K-espaces de dimensions finies (respectivement p et m), munis respec-
(I)B,C ,C(E, F) — Mn,p(K)

tivement des bases B, C. Alors 'application : " — Mats.e(u) est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels.
Preuve. Notons toujours B = (e1,...,e,) et C = (f1,..., fn). La linéarité de ®pc découle de la

proposition précédente. Elle est de plus bijective, car pour toute matrice A = (a;;) € My ,(K), on
sait! qu’il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que :

n

VI<j<p, fle) =) ai;fi

i=1
Conséquence. Si E et F' sont de dimension finie, alors L(F, F') est de dimension finie, et :
dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Preuve. On avait déja obtenu ce résultat dans un précédent chapitre, on le retrouve ici puisque
L(E,F) >~ M,p(K) et que dim(M,, ,(K)) =n x p = dim(E) x dim(F). O

— Propriété 5

Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimension finies munis respectivement des
bases B, B', B". Soit u € L(E,F) et v € L(F,G). Alors :

Matg’gu(v ou) = Matg: g (v) x Matlgﬁ/(u).

Preuve. Notons B = (e1,...,¢ep), B = (e,...,e;) et B' = (ef,...,¢e), A = (arj)1<k<qi<j<p =

MatB’B/ (u), B = (bi,k)lgign,lgkgq = MatB/’BN (’U) et C = (Ci,j)lgign,lgjgp = MatB’Bu (1) ou). Pour tout
n

J€[1,p|],on a (vou)(e;) = Zcmeg’. D’autre part :
i=1

q q q n n q

/ / " "

vou(e;) =v E ap i€, | = E a ;v(ey) = E ay g bire; | = akbik | €5
k=1 k=1 k=1 i=1 k=1

1= =1 =

Ldéfinition d’une application linéaire & partir d’une base
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P
Par unicité des coordonnées, on a ainsi pour tout (4, 7) € [|1,n|] x [|1,p[], ¢ij = Zak,jbi,k- Ainsi, on
k=1
a bien B x A=C. O

Exercice. Soit f € £(R?) défini par f(z,y) = (3z + 6y, —x — 2y). Ecrire la matrice M de f dans la
base canonique de R?, et en déduire que f est un projecteur.

_ (3 6 . 2 _
M_<_1 _2> . M2 =M.

Comme M? = M, alors fo f = f et f est bien un projecteur.

— Propriété 6

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension n munis respectivement des bases B
et C Soit u € L(E, F)

u est un isomorphisme si et seulement si Matg p/(u) est inversible.

On a alors (Mat&B/ (u))_l = Matp g (u‘l).

Preuve.

1

= Supposons u inversible. On a u ' ou = idg et uou~! =idp. On a alors :

MatB/ﬁ (U_l) .Mat&B/ (u) = Mat&B (ZdE) = In

MatB,B’ (U) .MatB/’B (u—l) = MatB/ﬁ/ (ZdF) =1,
ce qui prouve que Matg g (u) est inversible, d’inverse Matp 5 (u™!).

< Notons A = Matg p(u) et supposons A inversible. Soit v € L(F, E) telle que Matp g(v) = A~!
(un tel morphisme existe puisque L£(E, F) et M,,(K) sont isomorphes). Comme AA~! = I,,, on
a
MatBVB/(u)MatBQB(v) = Matg (ZdF)

i.e. Matp(uov) = Matg (idp). Ainsi on a bien w o v = idp (toujours parce que L(E, F) et
M, (K) sont isomorphes). De méme, v o u = idg, donc u et v sont bijective, réciproques 1'une
de 'autre. u est donc un isomorphisme.

O
Exercice. Considérons la matrice suivante :
Il
W I I
0 0 ()
a) Déterminer ’'endomorphisme ¢ de K, [X] dont la matrice dans la base canonique (1, X, X2,..., X™)

est M.

b) En déduire que M est inversible et déterminer M 1.

Remarque. L’inversibilité de M pouvait se déduire directement, puisque M est une matrice trian-
gulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls.
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— Propriété 7
Soient E' un K-espace vectoriel de dimension n, B une base E et (uy,...,u,) € E™.
Matp(uq, ..., u,) est inversible si et seulement si (uq,...,u,) est une base de E.
Preuve. Notons B = (e1,...,e,) et u € L(F) 'endomorphisme vérifiant Vk € [|1,n|], u(er) = ug.
On a alors Matp(uy,...,u,) = Matg(u), d’ou :
Matg(ui, ..., u,) inversible < Matg(u) est inversible
< u est bijectif
< (uler),...,ulen)) = (u1,...,u) est une base de E.
U
Exemple. Soient ag,...,a, € K des scalaires deux a deux distincts, (Lo, ..., L;,) les polyndémes de

Lagrange associés. On rappelle que (Lo, ..., L,) est une base de K,,[X] et que pour tout P € K,,[X],

on a:
P = P(ag)Lo+ -+ P(ay) L.

La matrice de la base canonique de K, [X] dans la base (Lo, ..., L,) des polynémes de Lagrange est
donc :
1 ag ag
1 a; ay
M(a(]a ; an) = . .
1 an ... aj
On en déduit que M (ap,...,a,) est inversible si ag, ..., a, sont deux & deux distincts.

1.4 Changement de base

Définition.

Soit B et B’ deux bases de E, on appelle matrice de passage de B & B’ et on note Pg 3 la matrice
MatB(B’).

Exemple. Dans le plan vectoriel, la matrice de passage de la base canonique (e, e2) a la base
(u(8),v(0)) ot u(f) = cos(f)e1 + sin(f)es et v(0) = —sin(f)e + cos(f)ez est :

- ()

— Propriété 8
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit B, B’ deux bases de E.
(1) P = Matp p(idg).

(2) Pgp = I,.

(3) Pgp est inversible et (PB75~/)_1 = Pp

Preuve.
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(1) Notons B’ = (ef,...,e,). Par définition, Matg p(idg) = Matg(idg(e}), ..., idg(e;,)) = Matg(e], ...,e),) =
Matlg([)’l) = P&Bl.

(2) Pgg = Matpg(idp) = In.

(3) PB,B’PB’,B = MatB/’B(idE)MatB,B/ (ldE) = M&tB7B(idE) = In Ainsi PB,B’ est inversible et (Plglg/)_l =

PB’,B-
O
— Propriété 9
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, B et B’ deux bases de E et x € E. Notons
P = Pgp, X la matrice des coordonnées de z dans B, X' la matrice des coordonnées de x
dans B’. On a:
X = PX'.
Preuve. On a PX' = Matp g(idg)Matp (z) = Matg(idg(x)) = Matg(z). O
— Propriété 10
Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension p et n, B et B’ deux bases de E, C
et C' deux bases de F, et w € L(E,F). Notons P = Pgp, Q = Peer, A = Matge(u) et
A" = Matp ¢/ (u), on a :
A =Q AP
Preuve. On peut s’aider du diagramme suivant pour mémoriser la formule et pour la démontrer:
Eg “ Fe
ids [ { ids
Ep = Fer
PC’,CMatB,C(U)PB,B/ = Matc’c/(idF)MatBVC (u)MatBQB(idE) = Matglp/(idp ouo idE) = Matg/’c/(u)
O

Remarque. On dit alors que les matrices A et A’ sont équivalentes (on peut vérifier que c’est une
relation d’équivalence sur les matrices de M,, ,(K)).

Cas d’un endomorphisme. E = F, B, B’ deux bases de E et u € L(E). Notons P = Pgp,
A = Matg(u) et A" = Matp (u). Alors :
A= P AP

Remarque. On dit alors que les matrices A et A’ sont semblables (on vérifie 14 aussi que c’est une
relation d’équivalence sur ’ensemble des matrices carrées M, (K)).

Cas d’une forme linéaire. E un espace vectoriel de dimension p, F' = K, B, B’ deux bases de E,
C = (1) base de K, et ¢ € L(E,K). Notons P = Pgp, A= Matgc(u) et A’ = Matp ¢(u). Alors :

A = AP € My ,(K).

Exercice. On pose v; = (1,0,0), v2 = (1,1,0), v3 = (1,2,3), F = Vect(vi,v2), G = Vect(vs).
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a) Montrer que B = (v1,v2,v3) est une base de R3.

On pose alors F' = Vect(vy,v2), G = Vect(vs), de sorte que R? = F & G.
b) Soit s la symétrie par rapport & F' dans la direction de G. Déterminer Matp(s).
c¢) Déterminer la matrice de s dans la base canonique de R3.

d) En déduire I'expression de s.

Exercice. On considere I’endomorphisme de R? défini par :

U R3 — R3
(r,y,2) — (10z—y—z,—6x+9y—3z,—2z —y+ 11z)

a) Déterminer A = Matg, (u), ot B, est la base canonique de R3.

b) Montrer que la famille B = ((1,3,1),(1,0,—2),(0,1,—1)) est une base de R?. Déterminer B =
Matp(u).

c¢) Calculer A™ pour n € N.

Solution.
10 -1 -1
a) On a directement A= | -6 9 -3
-2 -1 11
b) Notons P = Matg_ (B). On a :
1 1 0
P=13 0 1
1 -2 -1

On applique la méthode de Gauss Jordan :

1 1 0100 100/[1/3 1/6 1/6
30 1]/010]|~[010/[23 -1/6 —1/6
1 -2 —-1joo0o1/)"\oo0 1|-1 1/2 -1/2

On en déduit que P ~, I,,, donc P est inversible, et B est une base de R3. Ainsi P = Pg, 5, et
P~! se lit dans le membre de droite de a matrice augmentée.

On utilise la formule de changement de base : B = P~ AP. Ainsi, aprés calcul, on obtient :

6 0 0
B=P1'AP={0 12 0
0 0 12
6" 0 0
c) B étant une matrice diagonale, on obtient B = [ 0 12" 0 |, puis A" = PB"P~!'. Apres
0o 0 127

calcul, on en déduit :

(2.6" +4.127) (6" —127) (6" — 127)
A= | 6(6"—12") 3(6" —127) 3(6" —127)
2(6™ —12") (6" —127) (6™ — 5.127)
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2 Noyau, image et rang d’une matrice

2.1 Définitions
Définition.
Soit A = (aij)ie[|1,n)],jell1,p] € Mnp(K). On appelle application linéaire canoniquement associée a

la matrice A Papplication
uA - Mp,l(K) — Mml(K)
X = AX

Remarque. Soit A € M,, ,(K). La matrice dans les bases canoniques de M, 1(K) et M, 1(K) de uzg
coincide avec A.

Définition.

Soit A € M, ,(K), ua I'application linéaire canoniquement associée a A.
e On appelle noyau de A et on note KerA le noyau de u 4.
e On appelle image de A en note ImA 'image de u 4.

e On appelle rang de A, et on note rg(A), la dimension de Im(A).

— Propriété 11

Soit A € M,, ,(K). Le rang de A est égal au rang de la famille (C1, ..., Cy,) des colonnes de

A. Ainsi :
rgA =rg(Cy,...,Ch).
Preuve. Notons (ey,...,ep) la base canonique de My, ; (K). Par définition du rang d’une matrice, on
a:
rg(A) =rg(ua) =rg(ualer),...,ualep)) =rg(Ae,...,Ae,) =rg(Cy,...,Cp).
(I
— Propriété 12
Soit A € My, ,(K).
e rg(A) < min(n,p).
e Théoreme du rang : p = dim(KerA) +rg(A).
Preuve. Découle directement des propriétés déja démontrées pour w4 O
1 2 -1
Exemple. Soit A= 3 —1 0 |. Déterminons Ker(A),Im(A),rg(A).
4 1 -1

10
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Soit (z,y,2) € R3. On a:

x z+2y—2=0
(r,y,2) e KerA <— A|ly| =0 — 3r—y=0
z dr+y—2=0
z4+2y—2z=0
= Ty +32=0 = {xi3—2y+z
—Ty+32=0 y=7s

Ainsi KerA est de dimension 1 et une base de Ker(A) est ((1,3,7)). Par le théoreme du rang,

1 2
rg(A) =2, et comme | 3 | et | —1 | ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre. Ainsi,
4 1

une base de I'image de A est ((1,3,4),(2,—1,1)).

— Propriété 13
Soit A € M, (K). On a les équivalences suivantes :

Ainversible & Ker(A)={0} < Im(A)=M,1(K) < rg(4)=n.

)

Preuve. A est inversible si et seulement si son application linéaire canoniquement associée u4 est
bijective, si et seulement si elle est injective (KerA = 0) si et seulement si elle est surjective (Im(A) =
M, 1(K)) ssirg(A) =n. O
2.2 Calcul du rang

— Propriété 14

Soit A € M, ,(K), pour P € GL,(K) et Q € GL,(K).
(1) rg(QA) = rg(A) = rg(AP).
(2) Si A~g Bou A ~¢ B, rg(A) =rg(B).

Ainsi, le rang d’une matrice est invariant lorsque 'on effectue des opérations élémentaires
sur les lignes ou sur les colonnes.

Preuve.

(1) Notons u, v et w les applications linéaires canoniquement associées a A, P et (). Notons B, et By,
les bases canoniques de KP et K". Alors AP = Matgs gn(u)Matpr(v) = Matgr gn(u o v). Ainsi,
uov est canoniquement associée a AP, De méme, wow est canoniquement associée a QA. Comme
P et @ sont inversibles, v et w sont des isomorphismes. On a alors vu dans un chapitre précédent
que rg(uov) =rg(u) = rg(uow), donc rg(AP) = rg(A) = rg(QA).

(2) Si A~z BouAn~c B, rg(A) =rg(B).

(3) Si A ~, B, il existe F produit de matrices d’opérations élémentaires telle que B = EA. Comme
les E est inversible, on obtient rg(B) = rg(A).

O

11
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Propriété 15

Soit A € M, ,(K). Le rang de A est le nombre de pivots non nuls dans 'unique matrice R
réduite échelonnée par lignes telle que A ~, R.

Preuve. Par la proposition précédente, on a rg(A) = rg(R). Notons r le nombre de pivots non nuls
dans R = (b;j). On a :

bijy=1 -~ 0 0
0 byj, = 1
0 0
R pu—
b, =1
0 0
0 0 0 0

Par permutations des colonnes de R, on obtient la matrice :

1 0 * e %
0 1 * *
0 0
0 -+ «+v ceri oo O

puis en annulant les coefficients sur les p — r dernieres colonnes :

1 o 0 --- 0
0 10 0
Jr = 0 R 0
0O -+ -+ oo .. 0

Ainsi R ~¢ J, et on a rg(A) = rg(R) =rg(J,) = : en effet si on note C1,...,C), les colonnes de J,,
on a:

rg(Jy) = dimVect(Cy,...,Cp) = dimVect(Cy,...,Cy) =r.
[l

Remarque. Le rang d’une matrice A est donc le rang du systéme linéaire homogene associée & A.

Notation. Soient n,p € N*, 0 < r < min(n,p). On définit la matrice J, € M,, ,(K) par :
p P

I Orp—
J. = r rp—T )
" <On—r,r On—r,p—r>

On a montré que rg(J,) = r.

— Propriété 16
Soit A € My, ,(K) et 0 < r < min(n,p). Alors on a :
rg(A) =r < A est équivalente a J,.

Ainsi les classes d’équivalences dans M, ,(K) pour la relation “étre équivalente &” sont
paramétrées par le rang 0 < r < min(n, p).

12
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Preuve.

< Supposons que A est équivalente a la matrice J,. Alors il existe P € GL,(K), @ € GL,(K) tels
que A = QJ.P. Des lors :

rg(A) =rg(Q ' J.P) =rg(Q™'J,) = rg(J;) =

= Supposons que rg(A) = r = nombre de pivot dans la matrice échelonnée réduite R telle que
A~ R. On a vu alors que R ~¢ J,. On en déduit ainsi qu'il existe @ € GL,(K), P € GL,(K)
tel que :
A=QR=QJ.P.

Ainsi A est bien équivalente & J,.

O
1 11 11
1 2 3 1 2 , .
Exemple. Calculer le rang r» de A = 490 4 2| et déterminer U,V tels que UAV = J,.
1 21 2 1
1 0 0
Exemple. Calculer le rang et 'inverse s’il existe de A= | 4 -3 -2
-4 4 2

Propriété 17

Soit A € M,, ,(K), alors rg(A) = rg(*A).

Preuve. Notons r = rg(A). D’apres la proposition précédente, il existe P € GL,(K), Q € GL,(K)
tels que A = QJ,P. En prenant la transposée, on obtient ‘A =! P'J!Q. Or 'P € GL,(K), 'Q €

L. N 1, Oppp— . L
GL,(K), et donc *A est équivalente a tJ, < " rner > Par la proposition précédente, on a
Opfr,r Opfr,nfr
donc rg(tA) = rg(tJ.) =r. O
Conséquence. Si on note Ly, ..., L, les lignes de A, on a :

rg(A) =rg(Ly,...,Ly).

Exemple. On a vu que

1 ap ag
1 a; ay
M(CL(), ) an) - .

1 ay ay
est inversible si ag, . .. a, sont deux a deux distincts. Réciproquement, supposons qu’il existe 0 <1 <
J < ntels que a; = a;. Alors les lignes L; et L; de M (ay, .. .,a,) sont identiques, et rg(A) <n—1 < n.
Donc M(ayg, ..., an) n'est pas inversible. On a ainsi montré que :

M(ag,...,an) < ag,...,a, sont deux & deux distincts.
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