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1 Généralités

1.1 Expérience aléatoire et univers

Béﬁnition.

e Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prédire avec certitude le résultat.
e On appelle univers ’ensemble, souvent noté €2, de tous les résultats possibles.

e Un élément de cet ensemble 2 est appelé une éventualité, un possible, ou une issue et
généralement noté w.

Remarque. Les probabilités au programme de PCSI sont les probabilités dites finies, c’est a dire
qu’on supposera pour cette année que {2 est un ensemble fini. Pour information, il y a également des
probabilités dites discretes (§2 ensemble fini ou dénombrable - par exemple 2 = N - au programme
de deuxiéme année) et des probabilités continues ({2 intervalle de R - hors programme en classes
préparatoires scientifiques).

Exemple.
e Le lancer d’une piece est une expérience aléatoire dont l'univers des possibles est {2 = {pile, face}.

e Le lancer d'un dé a 6 faces est une expérience aléatoire dont 'univers des possibles est 2 =
{1,2,3,4,5,6}.

Définition.
Soit £ un univers fini. Toute partie de {2 est appelée un événement. L’ensemble des événements
est donc P(£2).

e () est appelé événement certain.
e () est appelé événement impossible.

e Un singleton {w}, ol w € Q, est appelé un événement élémentaire.

Exemple. Dans le tirage du dé a 6 faces, on peut considérer ’événement : “Le résultat est pair”. Il
correspond a l’ensemble A = {2,4,6}.

Définition.
Soit € un univers fini, A et B deux événements.
e Le complémentaire de A dans €2, noté A, est appelé événement contraire.

e La réunion AU B de A et B est un événement, appelé A ou B.

e L’intersection AN B de A et B est un événement, appelé A et B.

Exemple. Considérons ’expérience consistant a lancer deux fois une piece, modélisée par 'univers
{P, F}?. Notons A I'événement “la premiere piece montre pile” et B 1’événement “la deuxiéme piece
montre pile” , c’est-a-dire A = {(P, P),(P,F)} et B ={(F,P),(P,P)}.

e [’événement AU B est “une des deux pieces montre pile” :

AUB:{(F,P),(P,F),(P,P)}
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e [’événement AN B est “les deux pieces montrent pile” :

AUB={(P.P)}
e L[’événement contraire de A est “la premiere piece montre face” :
AUB = {(F,P),(F,F)}
Définition.
Soit € un univers, A et B deux événements de (2.

e Les événements A et B sont dits incompatibles si AN B = (.

e On dit que I'événement A implique I’événement B si A C B.

Définition.

Soit 2 un univers fini. On appelle systéme complets d’événements de 2 toute famille (Ay,..., A4,)
(o n € N*) d’événements telle que :

e pour tout couple (4, j) d’éléments distincts de [|1,n|], on ait A; N A; = 0.

Remarques.
e Pour tout événement A C Q, la famille (A4, A) est un systeme complet d’événements de €.
e La famille ({}),c, formée des événements élémentaires, est un systeme complet d’événements

de Q.

1.2 Espaces probabilisés finis

Réﬁnition.

Soit € un univers fini. On appelle probabilité sur © une application P : P(2) — [0, 1] vérifiant :
e P(N)=1;
e pour tous événements incompatibles A et B, P(AU B) = P(A) + P(B).

On appelle espace probabilisé fini un couple (2,P) ou € est un univers fini et P une probabilité
sur €.

Remarque. Le deuxieme point se généralise par une récurrence immédiate : si (A1,..., A,) sont des
événements incompatibles, P(A; U---UAp) =P(A41) +--- +P(A4)).

Exemple. On considere le lancer d'un dé a 6 faces. L’univers est Q = {1,2,3,4,5,6}.
Py: P(Q) — [0,1]

VR éCard(A) (dé non pipé).

e Une probabilité sur Q est

[0, 1]
0 si6¢ A (dé pipé pour tomber sur 6 a tous les
1 si6ed

Py: P(Q)
e On peut aussi définir A

_>
—

coups).
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— Propriété 1

Soit (£2,P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements. On a :
(1) P(A) =1 —P(A).
(2) P(®) = 0.

(3) Si A C B, alors P(A) < P(B).
De plus, P(B\ A) =P(B) —P(A).

(4) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Preuve.

(1) Comme A et A sont incompatibles, P(A) +P(A) = P(AUA) = P(Q) = 1 et donc P(A) = 1-P(A).
(2) OnaP@)=P(Q)=1-1=0.

(3) Si A C B alors B est la réunion des événements incompatibles A et B\ A et donc P(B) =
P(A) +P(B\ A). Comme P(B\ A) >0, on en déduit que P(4) < P(B).

(4) L’événement A U B est la réunion des deux événements incompatibles A et B\ A; d’autre part,
B est la réunion des événements incompatibles AN B et B\ A. On a donc :

P(AUB) =P(A) +P(B\ A) et P(B)=P(ANB)+P(B\A)

On en déduit que :
P(ANB)=P(A)+P(B) —-P(AN B)

— Propriété 2

Soit (A;)ier un systéme complet d’événements et soit B un événement quelconque. Alors:

P(B) => P(BN A;).
el
En particulier avec B = {2, on obtient :

1=> P(BNA).

i€l

Preuve. Puisque (A;);es est un systeme complet d’événements, |J 4; = Q. On peut écrire:
el
P(B) =P(BNQ) =P(BN (U 4)) =P(U(BN4))
il i€l
Or, par définition d’un systéme complet, les A; sont deux a deux incompatibles. Les B N A; le sont
donc aussi, et on a bien finalement:

P(B) =) P(BNA;).
el
0

Exercice. Soit (£, P) un espace probabilisé fini. Soient A et B des événements. On considere
I'événement C' : “A ou B se réalise, mais pas les deux”. Déterminer P(C').
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— Propriété 3
Soit Ay, ..., Ay sont des événements de I’espace probabilisé (2, P). On a

P(AyU---UAp) <P(A1) + - + P(4,)

Preuve. Montrons par récurrence sur p € N* la propriété P(p) correspondant a ’énoncé. On a
immédiatement P(1).

Soit p € N* tel que P(p) soit vraie. Soient Ay, ..., Apy1 des événements. On note B = A U--- U A,.
Alors

P(A U UAp1) =P(BU Apt1) =P(B) + P(Apt1) = P(BN Apy1) <P(B) + P(Apt1)
car P(BN Apt1) > 0. Par hypothese de récurrence, P(B) < P(A;) + -+ P(Ap). Ainsi P(A; U---U
Api1) <P(A;) + -+ P(Apq1) et P(p+ 1) est vraie.
En conclusion, pour tout p € N* P(p) est vraie. O

— Propriété 4

Soit Q = {w1,...,wn} €t p1,...,pn des réels. On a l’équivalence entre les deux assertions
suivantes :

(1) 1l existe une probabilité P sur Q telle que : Vi € [|1,n|], P({wi}) = pi-

n
(2) Tous les réels p; sont positifs et Z p; = 1.

i=1
Dans ce cas, la probabilité P est unique et on a :

VAEPQ), P(A) = > p

i€l|1,n]]
tels que w; €A

Preuve.

(1) = (2) Soit P une probabilité sur Q telle que : Vi € [|1,n|], P{wi}) = pi. P est a valeurs dans
[0, 1] donc tous les p; sont positifs. De plus, ({w;}) est un systéme complet d’événements donc

n n
D opi= P{w}) =1
i=1 i=1
(2) = (1) On raisonne par analyse synthese.

e Analyse : Supposons avoir une probabilité P qui convienne. Pour A € P(Q2), on a A =

U {wi}. Les événements ({w;}) e[, sont deux & deux disjoints, donc
i€[|1,n]] tel que w; €A
tel que w; €A

P(A)= > pi= > p

i€[|1,n]] i€[|1,n]]
tel que w;EA tel que w;€A

P: P(Q) — [0,1]
= >.  DPi . P est bien définie car pour A € P(Q),

i€[|1,n]
tel que w; €A

e Syntheése : On pose A
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comme les p; sont positifs,

0<pA)= > m<y p=L

i€[|1,n] =1
tel que w;€EA
n
OnaP(Q)=> p =1
i=1
Soient A et B deux événements incompatibles. Comme AN B = (), on a
P(AUB)= > pi= Y pit+ Y. pi=PA)+PB)

i€[|1,n]] i€[|1,n]] i€[|1,n]]
tel que w;€AUB tel que w; €A tel que w;€B

donc P est une probabilité. Ainsi on a existence.
O

Application. Soit 2 = {wi,...,w,} un univers fini. Il existe une unique probabilité P telle que :

Vi e [|1,n]], P{wi}) = Card(Q)’

Définition.
Cette probabilité est appelée probabilité uniforme sur €. On dit aussi alors qu’on se trouve dans
un cas équiprobable

Remarque. Dans le cas équiprobable, on a donc :

- B 1 _ Card(A)
P(4) = Z Plw) = % Card(Q)  Card(2)’

wEA

soit encore :

nombre de cas favorables
nombre de cas possibles

P(A) =

ATTENTION, cette formule n’est valable que pour les cas équiprobables. Elle fonctionne dans
I’exemple du dé normal, mais pas dans celui du dé truqué.

3
Exemple. On lance un dé équilibré a 6 faces. La probabilité de tirer un nombre pair est 6= 3

Exercice. On considére 6 dés non pipés de couleurs différentes (donc discernables). Quelle est la
probabilité que toutes les faces donnent un chiffre différent 7

2 Probabilités conditionnelles

2.1 Définition

Exemple. Considérons le lancé d’un dé équilibré. Notons A I'événement “on obtient un 2” et B
I’événement “on n’obtient pas 1”7. L’événement A N B est égal & A car si on obtient 2 et pas 1, c’est
qu’on a obtenu 2 tout court. Donc P(A N B) = 1/6. De plus, P(B) = 5/6 car il y a 5 résultats
favorables sur 6 si on n’obtient pas 1.

Supposons maintenant qu’on sache que B est vérifié, c’est-a-dire qu’on n’a pas obtenu 1. Dans ce cas,
la probabilité d’obtenir 2 est de 1/5, car il n’y a plus que 5 résultats possibles (et on est toujours dans
un cas équiprobable). On remarque que cette probabilité vaut exactement P(A N B)/P(B). C’est ce
qu’on appelle une probabilité conditionnelle.
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Définition.
Soit A et B deux événements tels que P(B) # 0. On appelle probabilité conditionnelle de A
sachant B (c’est-a-dire sachant que B est réalisé), notée P(A/B) le quotient:

P(AN B)

P(AIB) = Pi(4) = ~ s

— Propriété 5
Pour tout événement B tel que P(B) > 0, 'application

Pg: P() — [0,1]

est une probabilité sur €2, appelée probabilité conditionnelle a B.

Preuve.

e L’application Ppg est bien définie par P(B) # 0. Pour tout événement A, on a AN B C B, donc
P(AN B) < P(B) et par suite
0<Pp(A)<1.
P(QNB) P(B)
On a Pg(Q2) = = =1.
" One P =" T )
e Soient A et A’ deux événements incompatibles. Alors AN B et A’ N B sont également incom-
patibles, donc

P((AuA)YNB) P((ANnB)U(A'NB)) PANB)+PA NB)
P(B) B P(B) P(B)
P(ANnB) P(A'NB) ,
= BB + BB =Pp(A) +Pp(4).
Ainsi Pp définit une probabilité sur €. O

Exercice. On considere une famille de deux enfants. On suppose que chaque enfant a une chance sur
deux d’étre une fille.

e Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant que I’ainé est une fille ?

e Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant qu’il y a au moins une fille
?

Chaque composition de la famille peut étre représenté par un couple (z,y) avec x,y € {F,G}, =
représentant I’ainé et y le second enfant. On a donc Q = {F,G}? que I'on munit de la probabilité
uniforme.

On considere les événements A “I’ainé est une fille”, B “les deux enfants sont des filles” et C' “il y
au moins une fille”. On remarque que ces événements ont une probabilité non nulle. La premiere
probabilité demandée est :

_P(AnB) PB) 1
PaB) =50 = BA) ~ 173
La seconde probabilité demandée est :
P(C N B) P(B) 1 1
P B = = g —
c(B) P(C) 1-P(C)  1-1 73

car C' est ’événement “les deux enfants sont des garcons”.
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2.2 Formules fondamentales
Formule des probabilités composées

Le plus souvent, on ne calcule pas Pg(A) a partir de P(A N B) et P(B). Au contraire, c’est la
connaissance de Pp(A) et P(B) qui permet le calcul de P(AN B).

— Propriété 6
Pour tous les événements A et B d’un espace probabilisé, on a :
P(ANB) =P(B)Pg(A) siP(B)#0

P(ANB) = P(A)P4(B) siP(A) #£0

Exemple. Une urne contient initialement 4 boules blanches et 2 boules noires. On tire une boule.
On la remet dans 'urne avec une boule de la méme couleur. On procede a un deuxieme tirage. Quelle
est la probabilité d’obtenir deux boules noires?

On note N;, pour i = 1,2, ’événement “on tire une boule noire au i-éme tirage”. On obtient :

2 3 1
P(Nl ﬂNg) = P(Nl)]P)Nl(NQ) = 6 X ? = ?

car avant le second tirage, 'urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires.

— Propriété 7 (Formule des probabilités composées)

Soit m > 2. Soient Aj,..., A, des événements de l’espace probabilisé fini (2,P) tels que
P(A;N---NA,—1) > 0. Alors®

P(A1 n---N An) = ]P’(Al)P(AﬂAl)]P)(Ag‘Al N Ag) ... P(An|A1 N---N An—l)-

“Toutes les probabilités conditionnelles sont bien définies grace a ’hypothese P(A1 N---N Ap—1) > 0 par
croissance de I’application P.

Preuve. On montre par récurrence sur n > 2 la propriété P(n) correspondant a ’énoncé.

Soient A; et A des événements tels que P(A;) > 0. Alors P(A; N Ay) = P(A;)P(A2|A1) par définition
des probabilités conditionnelles, donc P(2) est vraie.

Soit n > 2 tel que P(n) est vraie, et soient Aq, ..., A,11 des événements tels que P(A;N---NA,) > 0.
On a

P(Alﬂ- . ‘mAn—&-l) = P(Alﬂ- . 'mAn)P(An+1’A1ﬁ' . ﬂAn) = P(Al)P(AQIAl)]P)(AﬂAlﬁAQ) e P(An_,_l’Alﬁ' .

par hypothese de récurrence. Ainsi, P(n + 1) est vraie.

En conclusion, pour tout n > 2, P(n) est vraie. O

Exemple. Dans une urne 4 boules blanches 2 boules noires indiscernables au toucher, on tire 3 boules
successivement sans remise. On cherche a déterminer la probabilité de N “tirer une boule noire pour
la premiere fois au troisieme tirage”.

Notons B; '’événement “on pioche une boule blanche au i-ieme tirage” a N = B; N By N Bs.

— 4 3 2 1
]P)(N) = P(Bl)P(BQ|Bl)P(B3|B1 OBQ) = 6 X 5 X Z = g

NA,)
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Formule des probabilités totales

— Propriété 8 (Formule des probabilités totales)

Soit (Ai,...,A,) un systeme complet d’événements de l’espace probabilisé fini (2, P) tel
que P(A4;) > 0 pour tout 1 < ¢ < n. Pour tout événement B, on a :

P(B) =) Pa,(B)P(4A)
i=1

Preuve. Comme les A; sont deux a deux incompatibles, il en est de méme des BN A;. Ainsi :
P(B) =Y P(BNA;)
i=1

On obtient donc en utilisant la définition de probabilité conditionnelle :

n

P(B) = S B(BNA) = 3 P(4)P(BIA).

i=1
]

Exemple. Dans une usine, on fabrique des composants électroniques sur trois machines. Les machines
My, My et M3 produisent respectivement 50%, 30% et 20% des composants. Un qualiticien de 1'usine
estime que:

e 2% des composants fabriqués par la machine M7 sont défectueux,

e 3% des composants fabriqués par la machine Ms sont défectueux,

e 5% des composants fabriqués par la machine M3 sont défectueux.
a) Quelle est la probabilité qu'un composant pris au hasard a la sortie de 1'usine soit défectueux?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir une piece défectueuse provenant de M;?

¢) Un composant est défectueux. Quelle est la probabilité pour qu’il provienne de M;?

En appliquant le résultat précédent avec le systéme complet d’événement (A, A), on obtient le

Corolaire. Pour tous événements A et B de I'espace probabilisé (2,P), on a :
P(B) =P(BNA)+P(BNA)

Si 0 <PP(A) < 1, on obtient :
P(B) = P4(B)P(A) + Px(B)P(A)

Exemple. X et Y s’entraine au tir a I'arc. X atteint la cible 9 fois sur 10, Y atteint la cible 6 fois
sur 10. Y joue deux fois sur 3. Quelle est la probabilité que la cible soit atteinte ?

Notons C' I'événement “la cible est atteinte”, Jx (resp. Jy) “le joueur est X (resp. Y)”. Par la
formule des probabilités totales, on a :

P(C) = P(ClJx)P(Jx) + P(CI)P(Jy) = = x 2 4 8 2 T

Exercice. Le fonctionnement au cours du temps d’un appareil possédant une maintenance obéit aux
regles suivantes :
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e g’il fonctionne a la date n — 1 (n € N*), il a la probabilité a de toujours fonctionner a la date n.
e s’il est en passe a la date n — 1 (n € N*), il a la probabilité b d’étre encore en panne a la date n

ou (a,b) est un couple de réels de ]0,1[. On suppose que I'appareil est en état de marche a la date 0.

Pour n € N, on note M,, ’événement “I’appareil est en état de marche a la date n” et p, la probabilité
de M,,.

a) Déterminer p, pour n € N.

b) Déterminer la limite de (py,)

a) Soit n € N*. Déterminons une relation de récurrence entre p,—1 et p,. On applique la formule des
probabilités totales. On a, si 0 < P(M,,_1) < 1:

P(Mn) = P(Mn|Mn71)P(Mnfl) +P(Mn|Mn71)P(Mn71)

Par hypothese : L
P(M,|Mp—1)=a et PMy|M,—1)=">

d’ott P(M,|M,_1) =1 —b. On obtient donc :
Pn=apn—1+(1=0)(1=pp_1)=(a+b—1)p,—1+1-0
Cette égalité reste vérifiée si P(M,,_1) = 0, car alors :
P(M,NM,_1) =0=ap,—1 et de méme si P(M,,_;) =1
La suite (pn)nen est donc une suite arithmético-géométrique. Soit o € R :

a=(a+b-—1a+1-b <= (a+b—-2)a=0b-1

b—1
< a:m Cara+b_27é0
b—1 . . . .
Posons o = Py La suite (pp, — @)nen est une suite géométrique de raison a + b — 1. On
a _
obtient, pour tout n € N, p,, —a = (a +b—1)"(pg — ), c’est a dire
1-b l—a
=— b—1)"—-——
Pn 2—a—b+(a+ )Q—a—b
. . 1-b
b) Comme a+b—1¢€]—1,1[, lim (a+b—1)" =0. La suite (p,)nen converge vers ———.
n—+o00 2—a—">

Remarque. La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des chemins qui y aboutis-
sent :

P(B) = P(AN B) + P(AN B) = P(A)P(B|A) + P(A)P(B[A)

ce qui résulte de la formule des probabilités totales.

10
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Formule de Bayes

— Propriété 9 (Formule de Bayes)

e Soient A et B deux événements tels que P(A) > 0 et P(B) > 0. Alors

P(B|A)P(A)
P(A|B) = ————
(41B) P(B)
e Soit (Ay,...,Ay) un systeme complet d’événements de ’espace probabilisé (§2,P) tel

que pour tout ¢ € [|1,n|], P(A;) # 0. Pour tout événement B tel que P(B) # 0, on a

pour tout i € [|1,n]] :
P(B|Ai)P(A;)

imm@W&f
2

P(A;|B) =

e En particulier, pour tous événements A et B tels que 0 < P(A) < 1 et P(B) # 0, on a:

P(A|B) = P(B|A)P(A)
"~ P(BJA)P(A) + P(B|A)P(A)

Preuve.
e On aP(B)P(A|B)=P(ANB)=P(BNA)=P(B|A)P(A), d’ou la premiere formule.

P(B|A;)P(A;)
P(B)
probabilités totales, la seconde formule s’en déduit immédiatement.

e Soit 1 <j <n,P(4;|B) = . Comme P(B) = )" P(B|A4;)P(4;) par la formule des
i=1

e La derniere égalité est un cas particulier de la précédente, ot le systéme d’événements est (A, A).

O

Exemple. L’un des joueurs a atteint la cible. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse de Y 7 On
cherche donc & calculer P(Jy |C). Par la formule de Bayes,

P(ClJy)P(Jy) _ 15 x5 4
P(C) w7

P(Jy|C) =

Exemple. Une maladie affecte une personne sur mille. On dispose d’un test qui détecte 99% des
malades, et qui donne 0,2% de faux positifs chez une personne saine. Une personne est controlée
positive. Quelle est la probabilité qu’elle soit réellement malade ? Notons T' I’événement “le test est
positif”, et M “la personne est malade”. On cherche a calculer P(M|T). Par la formule de Bayes, on
a

P(T|M)P(M) _ o Xmm 990 _ 49
P(T|M)P(M) +P(T[M)P(M) 55 % 050 + to0 160 2988 1494

P(M|T) =

Exercice. Dans un jeu télévisé, trois portes sont fermées. Derriere I'une d’entre elles se trouve une
voiture, derriere chacune des deux autres, un porte-clé. Le candidat choisit I'une des portes. Le
présentateur, qui sait quelle pote cache la voiture, ouvre alors I'une des deux autres portes, derriere
laquelle se trouve un porte-clé. Il propose alors au candidat de changer de porte. Que doit faire le
candidat ?

Notons P, P» et P3 les portes, P celle que le candidat a choisi. On note V; I’événement “la voiture
est derriere la porte i” et O; I'événement “le présentateur a ouvert la porte i”. On a P(Oq|V;) =

11
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P(O3V1) = 3, P(O2|Va) = P(O3|V3) = 0 et P(O2|V3) = P(O3|V2) = 1. Ainsi, la probabilité que la
voiture soit derriere la porte 3 sachant que le présentateur a ouvert la porte 2 est

P(O2|V3)P(V- 1x 1 2

]P)(ng)|02):3(2|3)(3) :leilzg
Y P(OoVP(V;) 2738
=1

Le candidat doit donc changer son choix.

3 Indépendance
Définition.
Deux événements A et B de l’espace probabilisé (€2, P) sont dits indépendants si :

P(AN B) = P(A)P(B)

Remarque. Si A et B sont deux événements de probabilité non nulle, alors :

A et B sont indépendants & P(A|B) =P(4) < P(B|A)=P(B).

Exemple. On lance deux dés. On considére les événements A “le premier dé donne un numéro pair”
et B “le deuxieme dé donne 3”. Montrons que les événements A et B sont indépendants.

On choisit Q = [|1,6/]?, muni de la probabilité uniforme. On trouve CardA = 3 x 6 = 18 et donc

1 1 1
P(A) 5 —, CardB = 6 et donc P(B) 0 —. Comme AN B = {(2,3),(4,3),(6,3)}, on
obtient :

36 2 G
P(AN B) = ?:36 _ L _papm)

Les événements A et B sont indépendants.

— Propriété 10
Soit A et B deux événements. Alors on a:
1. A[[A<~=P(4A) =00uP(A) =1.
2. A]|B < A]|B < A]|B < A[]|B.

Preuve.
1. A[JA<=PANA) = IP’Q(A) — PA)(1-P(A4) =0« P(A)=00ulP(A4) =1.

2. Il suffit de montrer la premiere équivalence, les autres sont alors automatiques.

A[[B <= P(ANB)=P(A)P(B) & P(ANB) =P(A)(1 - P(B)
e P(APB) =PA) —~P(ANB) < P(APB)=PANB)+P(ANB)-PANB)
— P(A)PB) =P(ANB) — A][B.
O

Définition.

Soient Aj,..., A, des événements de lespace probabilisé (2,P). On dit que Ay,...,A, sont
mutuellement indépendants (ou indépendants) si pour tout sous-ensemble I de [|1,n|], on a :

P (ﬂ Ai> =[P4

i€l i€l 12
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ATTENTION, le fait que les événements (A;);cs sont indépendants entraine qu’ils sont indépendants
deux a deux, mais la réciproque est fausse.

Exemple. On lance deux fois de suite un dé a 6 faces équilibré. On définit les événements :

A:”le premier lancer donne un chiffre pair”
B:”le deuxieme lancer donne un chiffre impair”
C:”I’'un des lancer donne un chiffre pair, I’autre un chiffre impair”

1. Montrer que les événements A et B sont indépendants, que les événements A et C' sont indépendants
et que les événements B et C' sont indépendants.

2. Les événements A,B et C sont-ils mutuellement indépendants?

Les événements A, B et C' sont deux a deux indépendants, mais pas mutuellement indépendants.
A={2,4,6} x [[1,6]], B=[1,6]] x {2,4,6}, C = {2,4,6}>U {1,3,5}2

3x6 1 1 18 1
P(A) = =~ PB)=- PC)=-— ==
(4) 36 2 (B) 2 ©) 36 2
ANB=ANC=BNC ={2,4,6}2, ainsi :
9 1
P(ANB)=P(ANC)=PBNC) = i P(A)P(B) = P(A)P(C) = P(B)P(C)
Enfin, ANBNC = AN B. Ainsi,
1 1
P(ANBNC) = % =, o PAPBIPO) =
— Propriété 11
Soient Aj,..., A, des événements mutuellement (resp. deux a deux) indépendants. Pour
i € [|1,n]], on note B; = A; ou B; = A;. Alors By, ..., B, sont mutuellement (resp. deux &
deux) indépendants.

Preuve. On montre par récurrence sur p € [|0, n|] la propriété P(p) : “si p des B; sont A4; (et les autres
A;), Bi,..., B, sont mutuellement indépendants”. Les événements Aj,..., A, étant mutuellement
indépendants, P(0) est vraie.

Soit p € [|0,n — 1]] tel que P(p) est vraie. On suppose que p+ 1 des des B; sont A; (et les autres A;).
Quitte & remplacer By, ..., B, par la sous-famille considérée, il faut montrer que P(By N ...B,) =

P(B;)...P(B,). Quitte & réordonner les B;, on suppose que B; = A; pour i € [|[1,n—p et que B; = A;
pour i € [[n —p,n|]. On a

P(A N NAppNAp pi1 N NA)+P(AI N NAp 1 N Ay N Ay i1 N NAY)
=P(A1 N NAp1 NAp_pr1N---NA,)
=P(Ay) ... P(An_p1)P(Ay_pi1) ... P(A,)

par hypothese de récurrence. Ainsi

PAiN-NA,p 1 NA_,NA_pi1N--NA)
=P(A1)... P(Ap—p-1)P(Apn_pi1) ... P(A,) — P(A1) ... P(Ap—p) P(An_pi1) ... P(Ay)
—P(A1) .. P(Anp 1) P(Ay i) . P(A)(1 — P(A, )
=P(A1)...P(An—p—1)P(Apn—p) P(Ap_ps1) ... P(A,)
Ainsi, P(p + 1) est vraie.
En conclusion, pour tout p € [|0,n|], P(p) est vraie. O

13
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— Propriété 12

Soit Ay, ..., Ay sont des événements mutuellement indépendants et soit p € [|1,n — 1|],
e AyN---NAyet App1N---N A, sont indépendants.
e AyU---UApet Ay U---UA, sont indépendants.
e AjN---NAyet A1 U---UA, sont indépendants.

e AyU---UApet Ay 1 N---N A, sont indépendants.

Preuve.

e On a, par définition de I'indépendance :

]P)(Al n---N An) = P(Al) .. ]P)(An) = P(Al n--- ﬂAp)P(Ap+1 n--- ﬂAn)

e D’apres la proposition précédente, Ay, ..., 4,, sont mutuellement indépendants.
Les événements A = A1N---NAy,et B=Ap,1N---NA, sont donc indépendants par le premier
point. De méme A = A; U.. A, et B= A,11U---UA, sont indépendants.

e D’apres la proposition précédente Ay, ..., Ay, Apii, ..., A, sont mutuellement indépendants.
Les événements A = A1N---NAy,et B=Ap,1N---NA, sont donc indépendants par le premier
point. De méme A et B = A, U---U A, sont indépendants.

e Le troisieme point se montre le précédent.
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