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1 Calculs de primitives

Dans ce chapitre, K désigne I'un des ensembles R ou C.

1.1 Définition des primitives d’une fonction continue

Définition.
Soit I un intervalle et f : I — K une fonction.
e On dit que f est de classe C! si f est dérivable de dérivée f’ continue.
e Plus généralement si f est n fois dérivable sur I et si f(") est continue sur I, on dira que f est de
classe C™.

e La fonction f est de classe C* si f est de classe C™ pour tout n € N.

Définition.

Soient I un intervalle et f : I — K une fonction continue. On appelle primitive de f sur I toute fonction
F de classe C' sur I et dont la dérivée est f.

Exemple.
e Une primitive de x — z® sur R} est x — %ﬂm‘”‘l sia# —1,Insi a=-1.

e Une primitive de x — e“* est x — %e‘” pour w € C*.

Propriété 1 (Lien entre deux primitives d’une méme fonction)

Deux primitives d’'une méme fonction sur un intervalle différent d’une constante.

Preuve. Si F} et F, sont deux primitives de la fonction F sur I, alors (Fy — Fy) = F] — F; = f — f =0 donc
la fonction F} — F5 est constante sur 1. O

1.2 Existence des primitives d’une fonction continue

Rappel. Intégrale d’une fonction continue de la variable réelle a valeurs complexes.
Si f : [a,b] — C est continue, on définit 'intégrale de f sur [a, b] par le nombre complexe suivant :

/ab f®)dt = /ab Re(f(t))dt —|—i/ab Im(f(t))dt.

— Propriété 2 (Théoreme fondamental de ’analyse)

Soient I un intervalle de R, f : I — K une fonction continue, et a € I.
(1) La fonction f admet des primitives sur I.

I - K
(2) La fonction F : N / Ft)dt est 'unique primitive de f s’annulant en a.

(3) Pour toute primitive G de f sur I, on a : Vo € I, G(x) = G(a) +/ ft)dt.

On admet ce théoreme pour le moment, il sera démontré plus tard dans 'année.

Notations.
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e Le sympbole [ f(z)dx (introduit par Leibniz) désigne une primitive quelconque de f. Elle est donc définie
a une constante additive pres.

e La fonction z +— ff f(t)dt est la primitive de f s’annulant en a.

Remarque.
e La fonction In a été définie comme 'unique primitive sur R de la fonction x % qui s’annule en 1. En

x
1
d’autres termes, In(z) = / ;dt pour tout x € R.
1

e Soit f :[a,b] — C continue. Si F; est une primitive de Re(f) sur [a,b] et Fy une primitive de Im(f) sur
[a,b], une primitive de f sur [a,b] est F=F) + iF5. Ainsi, une primitive sur R de la fonction = — 1 + iz
est x — T+ ZI—;

» Pour déterminer une primitive faisant intervenir x — e cos(bx) ou x — e sin(bx); il sera souvent plus
simple de passer par Uintégrale de x — €@ dont on connait une primitive, et d’en prendre sa partie réelle
oU 1Mmaginaire.

Exemple. Calculons une primitive F': x — / e?! costdt de x — €** cos .

. ) 1 _
F(xz) = Re (/ e%e”dt> = Re (/ e(2+z)tdt) = Re (2“6(2+1)$) +C

234 2z
= Re <(52)62I(COS$ + isin x)) +C= %Re (2 cos(x) + 2isin(x) — icos(x) + sin(z)) + C
2x

= %(QCosz—&—sinx) +C (CeR).

» Pour déterminer des primitives de fonctions de la forme x +— cosP(x)sin?(x) avec p,q > 0, on pensera a
linéariser Uexpression, l’obtention de primitives se faisant ensuite aisément.

Exemple. Calculer des primitives de [ cos®(z)dx.

On linéarise « +— cos®(z) : on obtient cos®(z) = 1 cos(3z) + 3 cos(z), d’ot :

/0053(9c)dx = / icos(?)m) + gcos(x)dx = 1—12 sin(3x) + %Sin(m) +C.

— Propriété 3

Soit f : [a,b] — K une fonction continue. Pour toute primitive F : [a,b] — K de f, on a

b
/ F(t)dt = F(b) — Fla).

Preuve. Soit h:x+— F(x)— F(a). Alors h est dérivable sur I comme combinaison linéaire de fonctions qui le
sont, et pour x € I, h'(x) = F'(x) = f(x). De plus h(a) = 0, donc h est une primitive de f s’annulant en a.

xr
D’aprés l'unicité du théoréme précédent, on a pour tout = € I, h(z) = / f(¢)dt. En prenant la valeur en b,
a

on a le résultat voulu. O
b
Remarque. On écrit généralement ceci sous la forme / f®)dt = [F (t)]Z Le résultat précédent montre

a
pourquoi le calcul d’une intégrale se rameéne souvent au calcul d’une primitive.

gl }1 1

1
Remarque. Pour n € N, on a / t"dt = { =
0 n + 1

o n+1
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1.3 Primitives usuelles

cf. Formulaire.

2 Intégration par parties et changement de variables

2.1 Intégration par parties

— Propriété 4 (Intégration par parties)

Soient f et g sont deux fonctions de classe C! sur [a,b] & valeur dans K.

/ab F'(B)g(t)dt = {f(t)g(t)]z - /ab F0)d (D)t

Preuve. On a
b b b b
[ st [ g = [ g+ swg o= [ o= [fmg(t)]

puisque fg est C! comme produit de fonctions qui le sont. O

Notation. En pratique, on procedera a une intégration par partie en utilisant le tableau suivant :

Applications de la formule d’intégration par parties
On présente quatres exercices illustrant deux des applications de I'intégration par parties :
e intégrer des fonctions dont la dérivée est simple.

e obtenir des relations de récurrence entre des intégrales dépendant d’un entier naturel.

Exemple. Déterminer des primitives de x +— In(x) et de z — arctan(z).

e Pour la fonction In, on a :

+ | In(x) 1
N
N

Les fonctions z +— In(x) et & —  sont bien de classe C!, I'intégration par parties est donc valide. Et on a
JIn(z)dx = zIn(z) — [dx = zIn(z) — 2z + C.

e Pour la fonction arctan, on a :

+ | arctan(z) 1
™
Y
14+x2

Les fonctions z ~ arctan(z) et x + x sont bien de classe C!, on peut donc faire une intégration par

T _dx=ua arctan(z) — 3 In(z? + 1) + C.

parties. D’ou [ arctan(z)dx = x arctan(z) — [ i
x

™
Exemple. Calculons I = / (t2 —t+ 1) costdt. On va faire ici trois intégrations par parties.
0
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+ | 2—-t+1 cos(t)
hY

- 2t —1 sin(t)
hN

+ 2 —cos(t)
N\

] 0 L _sin)

Ces trois intégrations par parties sont bien licites, puisque ¢ +— ¢t — ¢ + 1 et sin sont de classe C>. On obtient
donc :

I=|(t?—t+41)sint — (2t — 1)(—cos(t)) + 2(— sin(t))} - / 0 x (—sint)dt
0 0
=27 —1)cos(m) — (—1)cos(0) =1— (2mr — 1) =2 — 2.
Exercice. On considere les intégrales de Wallis (1616 - 1703) :
Z
W, = / cos”(z)dx, avec n € N.
0

Former pour n > 2 une relation de récurrence entre W, et W,,_o, et en déduire que la suite n — nW,, W,,_1 est
constante.

Soit n > 2. On procede a une intégration par parties :

+ cos" " 1(x) cos(x)
hN

- | (n—1)sin(z) cos™2(x) <L sin(z)

L’intégration par parties est bien licite puisque x — cos™!(x) et cos sont de classe C*, et on a :

™
™

Z
W, = [cos™ ! (z) sin(x)]oz - / (n — 1) sin®(z) cos™ 2(z)dx
0
= (n - 1)(Wn72 - Wn)
Finalement on a nW,, = (n — 1)W,,_2, et en multipliant par W,,_; :

TLWanfl = (TL — I)Wn71Wn72 — .. = WIWO — g

2.2 Changement de variables

— Propriété 5 (Changement de variable)

Soient I un intervalle de R et f : I — K une fonction continue sur I. Soient ¢ : [a,b] — I une
fonction de classe C! sur [a,b]. Alors

»(b) b
/ f(2)dx = / F(o®)¢ (D).
v(a) a

On dit qu’on a effectué le changement de variables z = ¢(t).

Preuve. Si F est une primitive de f, alors F o ¢ est une primitive de f oy X ¢’ et on a :

#(0) w(b)
/ @ = [P = Flo) - Flela)

b
/ f o9 (H)dt = [F o p(t)]s = F(p(b)) — F(p(a)).
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» Dans la pratique, on veillera en effectuant un changement de variables & modifier les trois éléments :
e la variable x = ¢(t),
o [’¢lément différentiel dx = ¢'(t)dt,

e les bornes de Uintégrale : sit varie entre a et b, x = ¢(t) doit varier entre ¢p(a) et ¢(b).

1
Exemple. Soit I = / V1 —t2dt. On pose t = cosu (la fonction cos étant C') qui donne dt = — sin udu pour
0

avoir

(=)
e

0 E 21— cos(2 in(2u)15%
I:/ \/1—cos2u(—sinu)du:/ sin? udu:/ ydu: g _ [Smi “)} 2
= 0 0

us

On utilise ici que Vsin® u = sinz, sin étant positif sur [0, Z].

etdt

1+et
donne du = e'dt ou dt = 4, il vient

Posons le changement de variable u = e’ (la fonction ¢ + e! étant C!), qui

1
Exemple. Soit I :/
0

[ U R AU WU o P du=e—1-(n(l+e)—In(2)) = In(2)+e—1—In(1+e).
1 u(l+u) L 14w L 1+u

» Comme dans l’exemple précédent, pour calculer une primitive d’une fraction rationnelle en et, on posera

toujours le changement de variable u = et.

Remarque. Formule de changement de variables pour les primitives.
Sip:J — I est de classe C! et si f: I — K est continue, alors on a :

/ F(p(@))! (z)dx = Flo(a)) + C avee C € K.

o 1 1
Exemple. Primitives de x (O et © — T (aeRetdb>0).

e On effectue le changement de variables © — a = bt, d’ou dx = bdt et :

/Lfl/iflacta(t)+0*1acta L !
@—a2+b2 b)) 1+e2 poo S '

e On effectue le changement de variables © = bt, d’olt dx = bdt et :

dx dt . . (T
/ N / Vi A arcsin(t) + C' = arcsin (3) +C.

3 Primitives de fractions rationnelles

On présente des techniques pour déterminer a ’aide de fonctions usuelles les primitives de fonctions rationnelles

x— F(x) = ggg ou P et ) désignent des fonctions polynomiales a coefficients réels.

3.1 Décomposition en éléments simples

— Propriété 6 (Décomposition en éléments simples)

Supposons que @ soit de la forme Q(z) = (x — a1)™ ... (z — a,)™ avec ay,...,a, des réels deux
a deux distincts, my,...,m, € N* et P une fonction polynomiale de degré < n. Alors il existe des
scalaires )\gl), cee )\572, cee AE"), e ,)\5,2 € R tels que pour tout = € R\{ay,...,a,},

A ALY A A A

t—a,  (x—a)? (z—a)™ T — ay (z —ap)™ (E)

F(x) =
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P
» Pour déterminer une primitive de F = 0 lorsque Q est de la forme Q(z) = (x —a1)™ ...(x — a,)™ avec

les a; des réels deux o deux distincts, et P de degré < mn, on procedera comme suit :

; Py ) . . P
e on décompose en éléments simples la fraction rationnelle a ;
e on met tout au méme dénominateur et on calcule les scalaires \; par identification ;
)

e on est alors ramené a déterminer des primitives de chacun des termes Ty ce qu ‘on sait faire.
J

Remarque. On verra qu’on peut toujours se ramener au cas ol deg(P) < deg(Q), quitte & faire la division
euclidienne de la fonction polynomiale P par Q.

1 _ 1

Exemple. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle f : x = = = T s et en déduire

une primitive de f.

La décomposition en éléments simples de f est de la forme

a b
f(x)iat—l—’_m—i—l
avec (a,b) € R? (et z € R\{=£1}). Apres identification, on trouve a = —1 et b = 1. Ainsi f(z) = 3 (%H - ﬁ)

puis une primitive de f sur un intervalle sur lequel elle est définie est z — 3(In(|z — 1|) — In(|z — 1|)) + C.

Exemple. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle f : z — %, et en déduire une primitive
de f.
La décomposition en éléments simples de f est de la forme
a b c
) = + 4+ =
1) z+1 (x+1)2 =z
avec (a,b,c) € R® (et x € R\{0,—1}). Apres identification on trouve a = —1, b = 1 et ¢ = 1. Ainsi
flx) = —%H + ﬁ + % puis une primitive de f sur un intervalle sur lequel elle est définie est

1
z = —In(lz+1|) — o + In(Jz]).

3
dt
Exemple. Calculer -
P [t@+na+m

1
La décomposition en éléments simples d& ————  est de la forme
tt+ 1)t +2)

1 a b c

tt+1)(t+2) t+t+1+t+T

avec a,b,c € R. On obtient a = %, b=-1,c= % On obtient alors :

/ftmffmz):il“(i)'

2 1
Exemple. Calculer une primitive de F(x) = %
3 —

OnaP(x)=2r+1,Q(z) =2 —1= (z—1)(2® + 2+ 1). En particulier deg(P) < deg(Q). Cependant, ) n’est
pas de la forme proposée précédemment, il n’est pas scindé et possede des racines complexes. On procedera
alors de la maniere suivante.

» Lorsque le polynéme Q au dénominateur posséde un facteur dans sa décomposition du type (x* + bx + c)™
avec m € N* et b,c € R tels que b* — 4c < 0, on ajoutera dans la décomposition en éléments simples (E) de Q
la composante suivante qui correspond a ce facteur :

AT + 1 A2 + o AT + fim
22 +bx+c (224 bx + c)? (22 + bz + o)™’
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ot les A\;, p; sont des réels a déterminer par identification.

20 +1
La décomposition en éléments simples de 37—’_1 est donc de la forme
3 —

2r+1 o« n bx + ¢
-1 x—-1 z224z+1

avec a,b,c € R. On obtient a =1, b = —1, ¢ = 0. On obtient alors :

20+ 1 1 T T
dx = dx— [ —2  dx=tn(lz—1)) - [ —2 4
/x3—1 x /x—l x /x2+x+1 x = In(jz — 1) /x2+x+1 x+C,

x
24+x+1

avec C' € R. Reste alors a déterminer une primitive de = +— On explique cela dans la section

suivante.

3.2 Cas particulier ou deg(Q) = 2

On précise a présent le cas ou le polynéme au dénominateur est de degré 2, ce qui est extrémement courant en
pratique. On est donc dans la situation suivante :

AT+

Fla) = ———
(2) ax? 4+ bx +c

avec a, b, ¢, \ et p des réels. On cherche une primitive pour F. Quitte a factoriser par A/a, on peut supposer
que a =1 et A =1. On note A = b? — 4c le discriminent de ). On a alors plusieurs cas :

e Si A >0, @ a deux racines réelles distinctes o et 3. Alors :

/”@“:/Gt%%%@“'

On est alors ramené au cas précédent : on décompose en éléments simples cette fraction pour en déterminer
une primitive.

e Si A =0, @ a une racine double o = —g, eton a :
T+ [ 1
F(z)dx = dx = — C.
/ (w)dx /(alﬂ—oz)2 * x—a+

e Si A <0, Q adeux racines complexes conjuguées a+if3. Alors Q(z) = (r—a—if)(r—a+if) = (z—a)?+ >

et on a : N
x
Jrew= [ aarm

/
u

On fait alors apparaitre la dérivée — d’un logarithme :
u

T+ u B T —« 1

%ln(x —a)?+ %)+ QT—EM arctan <x;a> +C.

r+1

Exemple. Calculer une primitive de F(x) = P —
z? — bz

Le discriminant du polynéme 22 — 5z + 6 est strictement positif. On a donc deux racines réelles distinctes qui
sont 2 et 3. On cherche alors a et b tels que
r+1 a b

x2—5x+6:x—2+x—3'

On montre que a = —3 et b = 4. On en déduit :

x+1 1 1
- dx = — dx+4 | ——= =-3ln|z—2|+4ln|z — .
/x2—5x—|—6x 3/3:—2 X+ /x—3 3lnjz —2|+4Injz - 3|+ C
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2 1
Exemple. Calculer une primitive de F(z) = Z:Jr T
23 —

On avait obtenu :

20+ 1 1 T x
2 = dx— [ —2  dx=t(lz—1))- [ —X 4
/x3—1 x /x—l x /x2—|—x—|—1 x = In(jz — 1)) /x2+x+1 x+C,

avec C € R. Reste alors a déterminer une primitive de x — % :
¢ +x+1
x 1 f22+1-1 1 2z +1 1 1
- dx=- | 5——dx=< | 5——dx— - | 5———d
/w2+x+1x 2/x2+x—|—lx 2/x2+w+1x 2/x2+x+1x
1 1 1
= —In(z? 1) — = dx +C
pnl” e+l 2/(a:+1/2)2+3/4 X+
1 1 2 2
= _In(z*+z+1 —xarctan(m—l—l 2>+C.
2 1 2 1
Finalement, une primitive de F'(x) = xﬁ f . est donnée par z — In(|z—1[)—3 ln(x2+m+1)+% arctan ( x\/—g >+
C.
Exemple. Calcul mitive de F(z) = & — 4+ 1
x . Calculer une primitive de F(z) = ————.
P P 2 +x+1

Tout d’abord, on se rameéne au cas traité plus haut en écrivant :
b

(x2+x+1)—2x_1 2x

2+x+1 0 24ax+l
Le discriminant du polynéme au dénominateur est strictement négatif. On fait apparaitre la dérivée d’un
logarithme puis on integre :

(20 +1)—1 / 21 + 1 / 1
Fa)dx=a— | 2T " gy [ 22T 4 d
/ (w)dx =2 / e+l " ?4+r+1 X (x—1/2)2+3/4 *

2 2 1
:x—ln(xQ—l—x—i—l)—I——arctani—l—a

V3 V3

F(z) =




