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1 Généralités sur les anneaux

1.1 Définitions

Définition.

Soit A un ensemble muni de deux lois internes notées « + » et « x ». On dit que (A, 4+, X) est un anneau
si:

(i) (A,+) est un groupe abélien ;
(ii) la loi x est associative ;
(iii) la loi x est distributive par rapport a la loi +.

Si la loi x admet un élément neutre, on parle d’anneau unitaire. Si la loi X est commutative, on parle
d’anneau commutatif.

Notation. Le neutre pour la loi + sera noté 04 ou simplement 0, celui pour la loi x sera noté 14 ou 1. Dans
le suite, on supposera que 04 # 14.

Exemples.
o (Z,+,x), (K[X],+, x) (o K corps) sont des anneaux commutatifs et unitaires.

o (M,(R),+, x) est un anneau unitaire non commutatif.

Définition.

Un sous-ensemble B de A est un sous-anneau de (A, +, x) si (B, +, X) est un anneau.

— Propriété 1 (Caractérisation des sous-anneaux)

Un sous-ensemble B de A est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si elle vérifie les conditions :
(i) B est un sous-groupe de (A, +) : Ve,yc B, z—y¢cB;

(ii) B est stable par multiplication : Vr,ye B, xzxyeB;

— Propriété 2 (Formule du bindme)

Soit A un anneau, et a,b € A deux éléments qui commutent (i.e. a X b =b x a). Alors pour tout

neN,ona:
" /n
a+b)" = akpnk.
(a+b) ;(,ﬂ)

Définition.
] Soit (A, +, X) un anneau unitaire.
e Un élément x € A est inversible dans A s’il existe y € A tel que :
TXYy=yxx=1y
Par associativité de x, un tel élément y est unique. On 'appelle ’inverse de x et on le note z 1.

e On note % (A) ou A* I'ensemble des éléments inversibles de A.

o Aestun corpssi %(A)=A\{04}.

Exemples.
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. %(2)={-1,1}, % (K[X]) = K",

e Q,R,C sont des corps.

Propriété 3

Soit (A, +, x) un anneau unitaire. Alors (% (A4), X) est un groupe.

Preuve. On revient a la définition d’un groupe.

e X est une loi de composition interne sur % (A). En effet, pour tout z,y € % (A4), on a :

1 1 1

(xxy)x(y P xat) rx(yxy Hxazt=rxlaxa ! =14

~—
X ass.

-1

On montre de méme que (y~! x 271) x (¥ x y) = 14, de sorte que z x y € % (A). On obtient de plus que

(rxy) =y txa b
e X est associatif par définition d’un anneau.
o 14 € Z(A) et est un élément neutre pour la loi x. En effet, on a :
laxla=14 = 14€U(A).
Et 14 est un élément neutre pour la loi x.

o Tout élément est symétrisable dans % (A). En effet, on a pour tout x € % (4) :

Donc z~! appartient bien & % (A). On obtient de plus que (z7!)~1 = z.

Définition.
Un anneau A est dit intégre si on a :
(i) A#{0a},

(ii) Va,be A, axb=04=a=04 oub=04.

Remarques.
e Si A est un corps, alors A est intégre.

e Un sous-anneau d’un anneau integre est integre.

Exemple. (Z,+, x) et (K[X],+, x) sont des anneaux intégres, (.#,(R),+, x) n’est pas intégre.

Propriété 4

Si A est intégre, anneau A[X] des polynomes a coefficients dans A est intégre.

Preuve. Comme A est integre, on a A # {04}, et donc aussi A[X] # {04]x)}. Soient P et Q des polynomes
non nuls de A[X], et notons a,, et b, les coefficients dominants de P et ). Alors le coefficient dominant a, X 4 b,
de P x 41x] Q est non nul car a, et b, sont non nuls et que A est integre. Ainsi P x ax] @ # 04[x], et A[X] est
un anneau integre. |

Dans toute la suite, les anneaux considérés seront supposés unitaires et commutatifs.
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1.2 Idéaux d’un anneau commutatif
Définition.
Soit I C A. On dit que I est un idéal de 'anneau A si :
(i) (I,+) est un sous-groupe de (A, +),
(ii) I est absorbant : V(z,a) € I x A, a x z € I.

On dit que I est un idéal propre si de plus I # A.

Remarques.

e Un idéal est un sous-anneau.
o {04} et A sont des idéaux de A.
e Soit &/ ={a€ A, In € N* a™ =04} 'ensemble des éléments nilpotents de A. Alors A4 est un idéal de
A.
Exercice. Montrer que les idéaux de Z sont les nZ avec n € N.

— Propriété 5

o Une intersection quelconque d’idéaux de A est un idéal de A.

k
e Sily,...,I; sont des idéaux de A, la somme de I4,..., I, notée ZL et définie par :
j=1

D oIi={ir+-+ix, Vi€ [LK], i; € I}

j=1

est un idéal de A.

Preuve. Laissée en exercice. O
Définition.

e Soit X C A. On appelle idéal engendré par X Dintersection de tous les idéaux de A contenant X.
C’est le plus petit idéal de A contenant X au sens de l'inclusion. On le note (X)

o Si X = {z}, alors
(X)={x xa, ac A}.

On l'appelle l’idéal engendré par x, et on le note zA ou (z).

Un idéal T de la forme (z) est dit principal.
e Si X ={x1,...,2} est fini, alors
(X)) ={z101 + -+ apag, a; € A} =11 A+ + 2 A

On l'appelle l’idéal engendré par x1,...,x, et on le note (x1, ..., k).

Un idéal T de la forme (zq,...,x;) est dit de type fini.

— Propriété 6
Soit I un idéal de A.
(H)I=A & In%(A) #0.

(2) A est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont {04} et A.
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Preuve.
(1) SiI= A, alors 14 appartient a I N % (A) qui est donc non vide.

Réciproquement, supposons I N % (A) # () et notons que u un élément de I N % (A). Pour tout z € A, on
a:
r=_u x(utxz)el
—~

el cA

car I est absorbant, et donc I = A.

(2) Supposons que A soit un corps. {04} et A sont des idéaux de A. Et ce sont les seuls puisque si I est un
idéal distinct de {04}, alors IN % (A) =IN(A\{0a}) # 0 et donc I = A d’apres le point précédent.

Réciproquement, supposons que {04} et A sont les seuls idéaux de A. Soit alors x un élément non nul de
A. L’idéal (z) est distinct de {04} puisqu’il contient . On a donc par hypothese que (z) = A, de sorte que
14 € (x). Il existe donc y € A tel que :

cXy=yxzc=14.

1.3 Morphismes d’anneaux

Définition.

B Soient A, B des anneaux unitaires. Une application f : A — B est un morphisme d’anneauz si :
« Yo,y e A flety) = flz)+ f(y),
« Yo,y € A, floxy) = fz)x fy),
o f(1a)=1p.

Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme d’anneauz.

— Propriété 7

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux.
o L’image et I'image réciproque par f d’un sous-anneau est un sous-anneau.
e Si J est un idéal de B, alors I'image réciproque f~1(J) de Iidéal J est un idéal de A.

o Si I est un idéal de A et f surjective, alors f(I) est un idéal de B.

Preuve. Laissée en exercice. O

— Propriété 8

o L’ensemble f~1({0p}) est un idéal de A. On le note Ker(f) et on I'appelle le noyau de f. On
a de plus :
Ker(f) ={04} <« f injective.

o L’ensemble f(A) est un sous-anneau de B. On le note Im(f) et on l'appelle ’image de f. On
a de plus :
Im(f)=B < f surjective.

Preuve. Comme {0p} et A sont des idéaux respectivement de B et de A, f~1({0p}) et f(A) sont des idéaux
de A et de B respectivement par la proposition précédente. Le reste est bien connu et laissé en exercice. (I
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Remarque. Un morphisme d’anneaux f d’un corps K dans un anneau non nul B est injectif : en effet, Ker(f)
est un idéal de K, donc égal & {Ox} ou K. Et comme f est non nul (puisque f(lg) = 1g), on a Ker(f) = {0k}
et f est injective.

Propriété 9

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors f(% (A)) C % (B) et pour tout x € % (A),
fl@)™h = f@@™h).

Preuve. Soit x € %Z (A). 1l existe y € A tel que :
xxAy:yxszlA.
On obtient en composant par f morphisme d’anneaux :

flexay) = flyxaz)=f(la) = f(x) xB f(y) = f(y) xB f(z) = 1B

f morph. d’ann.

Ainsi f(z) appartient & % (B) et on a f(z)™! = f(y) = f(z™1). O

1.4 Anneaux quotients
Théoréme 10

Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soit I un idéal de A.

e (I,4) est un sous-groupe distingué de (A,+), ce qui permet de définir le groupe quotient
(A/I,+) qui est abélien. On a pour rappel :

— A/l ={z+1, v € A},
—pourtouwt z,y € A, x+I=y+1<x—yel,
— la loi + du groupe A/I est définie par : (x + 1)+ (y+1) = (z+y)+ 1,

— D"élément neutre pour la loi + est 04,7 =04 +1 = 1.

¢ Pour tout a,b,a’,b/ € A, on a :

T=d+1
{“+ @+ = axb+l=d xb+1.

b+I=b+1
On définit ainsi une loi de composition interne sur A/I, toujours notée x, en posant :

(a+I)x (b+I)=axb+ 1.

e (A/I,+,x) est un anneau commutatif et unitaire, avec 14,7 = 14 + I. On l'appelle I"anncau
quotient de A par I.

A — A/T
a —a+1
appelée la projection ou surjection canonique.

o L’application 7 : est un morphisme d’anneaux surjectif, de noyau Ker(w) = I,

Preuve. Pour le premier point, je vous renvoie par exemple & mon cours Groupes et actions de groupes.

I=d+1 —d el
Montrons le deuxieéme point. Soient pour cela a,b,a’, b’ € A tels que @t @+ & a-a . On
b+1=0+1 b—b el
a:
axb—a xb=axb—axb+axb —a xb =axb-00)+(a—ad)xt el
—— —
el el
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Ainsi, on a bien a x b+ 1 = a’ x b’ + I. Ce qui permet de (bien) définir une loi de composition interne sur A/I,
indépendante des représentants choisis, toujours notée x, en posant :

(a+I)x(b+I)=axb+1.

Les axiomes définissant un anneau commutatif unitaire sont alors trivialement vérifiés pour (A/I, +, x) puisqu’ils
le sont pour (A, +, x). D’ott le troisiéme point. Et le quatriéme point est immédiat. (I

Exemple. Pour tout n € N, nZ est un idéal de Z. On dispose donc de l'anneau quotient (Z/nZ,+, x).

— Propriété 11

Soit A un anneau, I un idéal, et 7 : A — A/I la surjection canonique. Alors les idéaux de A/T sont
en bijection avec les idéaux de A contenant I via les deux applications, croissantes pour l’inclusion :

{idéaux de A contenant I} & {idéaux de A/I}
J — 7(J)
T 1(J") i J'

€ <

Preuve. 7 : A — A/I étant un morphisme d’anneaux surjectif, 7(J) est un idéal de A/I pour tout J idéal de
A contenant I. Et pour tout J’ idéal de A/I, I'image réciproque 7=1(J’) est bien un idéal de A, qui contient I
car 04,7 € J' et 7 1({04,r}) = Ker(m) = I. Donc les applications v et ¢ sont bien définies.

La croissance de ces applications pour l'inclusion est immédiate. Reste donc & montrer qu’elles sont inverses
I'une de 'autre :

e Soit J un idéal de A contenant I. Montrons que 7~ (7 (J)) = J. L’inclusion J C 7~ !(w(J)) est toujours
satisfaite (vérifiez le si besoin), on démontre I'inclusion réciproque. Soit pour cela z € 7= 1(m(J)). On a
m(x) € w(J), de sorte qu’il existe y € J tel que m(x) = w(y). Comme 7 est un morphisme de groupes, on
en déduit que 7(x —y) = 04,7, et donc que x —y € Ker(nr) =1 C J. Ainsi z € y+ J C J car (J,+) est
un groupe. D’ou ’égalité voulue.

o Soit J’ un idéal de A/I. Alors w(rw~1(J")) = J' car J’ est une application surjective.
Ainsi v et ¢ sont des bijections réciproques I'une de I’autre, et les idéaux de A/I sont bien en bijection avec les

idéaux de A contenant I. O

Exemple. Les idéaux de (Z/nZ,+, x) sont les dZ/nZ ou nZ C dZ, c’est-a-dire ou d divise n.

Théoréme 12 (Théoréme d’isomorphisme)

Soient A et B deux anneaux et f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors on a un isomorphisme
d’anneaux :

A/Ker(f) ~ Im(f).

Preuve. Pour simplifier, on notera dans la suite T la classe d’un élément x € A dans le quotient A/Ker(f).
Considérons pour cela ’application :

. A/Ker(f) - Im(f)

T = fa)
Montrons pour commencer que f est bien définie, c’est-a-dire que f(Z) ne dépend pas du représentant de la
classe de x choisi. Soit pour cela y € A tel que T =7. On a par définition z — y € Ker(f), de sorte que :

flx—y) =04 = f@)=fly)=0a = f(x)=f(y).

~—

f morph. d’ann.
Donc f est bien définie. On a pour tout Z,y € A/Ker(f) :

f@+p) =fa+y) =f+y) = f@+f)=F@+f®,
f morph. d’ann.
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f@xg)=fl@xy) = fzxy) = f@) x f(y) = f(@) x f(@),

~—
f morph. d’ann.

f(1a) = f(1a) = 15.
f est donc un morphisme d’anneaux, surjectif de facon immédiate. Et pour tout € Ker(f), on a :
f@)=f(x)=03 = zxz=x-0s4€Ker(f) = 7T=04.

f est donc un isomorphisme d’anneaux de A/Ker(f) sur Im(f). O

1.5 Idéaux premiers, idéaux maximaux

Définition.

Soit A un anneau, I un idéal de A. I est dit premier si :
(i) I est un idéal propre, c’est-a-dire I & A,

(ii) Ve,ye A, e xyel=zxeclouyel

Remarque. A est intégre < {04} est un idéal premier.

Théoréme 13

Soit I un idéal propre de A. Alors :

I est un idéal premier < A/I est integre.

Preuve.

= Comme I premier, I est propre et A/I n’est pas réduit a {047 }. De plus, soient @, b des éléments de A/I.
On a :

OA/IZEXE:axb = axbel = a€loubel = 6:OA/IouB:0A/I

I premier
Donc A/I est bien integre.

< Supposons que A/I est integre. En particulier A/I # {047} et donc I est propre. Soient a,b € A. On a :

axbel = Exgzaxb:()A/I = azoA/IouEzoA/, = a€loubel
A/I intégre

Donc l'idéal I est premier.

Exercice. Montrer que les idéaux premiers de Z sont {0} ou pZ avec p premier.
Définition.
Un idéal I d’un anneau A est dit maximal si :

(i) I est propre, c’est-a-dire I & A,

(ii) I est maximal pour l'inclusion : pour tout idéal Jde A, I CJCA = J=IoulJ=A.

Théoréme 14

Soit I un idéal de A. On a I’équivalence :

I maximal <  A/I est un corps.
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Preuve.

= Supposons I maximal. Il est en particulier propre, de sorte que A/I n’est pas réduit a {04,7}. Soit @ un
élément non nul de A/I. Montrons que @ est inversible. Considérons pour cela I'idéal J = I + (a) de A.
Cet idéal contient I, et est distinct de I car a € J\ I (puisque @ # 04,/7). Comme [ est un idéal maximal,

on a donc :
J=A = 1A€J=I+<a>.

Ainsi, il existe i € I et b € A tel que :

la=1i X b Ta=1 xb= i X b=a xb.

A=1+a = A=1+a 1 +a a
=04a/1

a est donc inversible, et A/I est bien un corps.

< Supposons que A/ soit un corps, et considérons J un idéal contenant strictement I. Montrons que J = A.
Soit @ € J\ 1. Onaa# 041, et puisque A/I est un corps, il existe b € A/I tel que :

axb=axb=14 = 1l4—axbel.

Il existe donc i € I tel que :

1la= a xb ; .
A= +\Z/ e J.
eJ elcJ

Ainsi JN % (A) # 0, et on a bien J = A.

Corollaire 15

Tout idéal maximal est premier.

Preuve. Si I est un idéal maximal, alors A/I est un corps. En particulier, A/I est intégre, ce qui implique
que [ est premier. O

Remarque. La réciproque est fausse : par exemple {0} est un idéal premier de Z car Z est intégre, mais il
n’est pas maximal car par exemple {0} & 27 ¢ Z.

Exercice. Montrer que les idéaux maximaux de Z sont exactement les idéaux pZ avec p premier.

En déduire les équivalences suivantes pour n > 2 :

(Z/nZ,+, x) est un corps < (Z/nZ,+, x) est un anneau intégre < n est premier.

— Propriété 16

Soit A un anneau, I un idéal. Les idéaux premiers (resp. maximaux) de A/ sont en bijection avec
les idéaux premiers (resp. maximaux) de A contenant I, via les deux applications v et ¢ définies &
la Propriété 11.

Preuve. C’est immédiat pour les idéaux maximaux puisque les bijections réciproques % et ¢ sont croissantes
pour l'inclusion.

Pour les idéaux premiers, puisque 1 et ¢ sont des bijections réciproques 'une de l'autre, il suffit de vérifier
qu’elles envoient bien par restriction idéaux premiers sur idéaux premiers.

Pour ), soit J un idéal premier de A contenant I. Montrons que 7(J) est un idéal premier de A/I. Comme J
est propre, J # A et donc 7(J) # w(A) = A/I (car ¢ injective), de sorte que 7(J) est propre également. De
plus soient a,b € A/I. On a :
axben(J) = axben(J) = FjeJ axb=n(j)=j
= 3Jjed,axbe j + I CJ = axbeld
—~
€J cJ

= acJoubeJ = aen(J)ouben(J]).

J premier
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Donc 7(J) est premier.
Pour ¢, soit J’ un idéal premier de A/I. Montrons que 7~ !(J’) est un idéal premier de A. De méme, comme

J' # AJI, on an (J') # A (car ¢ injective), et donc m=1(J’) est propre. Et pour tout a,b € A, on a :

axben HJ) = w(a)x7b)=m(axb)ecJ = m(a) € J oun(b) €.J'

J’ premier

= acm YJ)oubern (J).

Donc 7w 1(J') est premier. D’ot le résultat. O

Signalons enfin le théoréme suivant dont la démonstration dépasse le programme de l'agrégation interne (elle
résulte du lemme de Zorn).

Théoréme 17 (dft [X'TZLH (1599-1971‘))

Soit I un idéal propre de A. Alors il existe un idéal maximal m de A contenant I.

Prolongement possible.

o Anneaux noethériens (voir par exemple [6], [8] ou encore [1]).

2 Anneaux principaux

2.1 Définition
Définition.

Un anneau A est dit principal s’il est intégre et si tout idéal de A est principal.

Exemples.
e 7 est un anneau principal.
e Un corps est un anneau principal.
o Nous verrons que si K est un corps commutatif, alors K[X] est un anneau principal.

e Si n n'est pas premier, Z/nZ n’est pas intégre, donc pas principal. Cependant, tous ses idéaux sont
principaux.

Exemple. Z[X] n’est pas un anneau principal. En effet, supposons que idéal (2, X) soit principal, de la forme
(P) avec P € Z[X]. Alors on aurait :

2€(2,X)=(P) = 3Qez[X],2=PQ,

et de méme :
Xe{2,X)=(P) = 3ZJReZ[X], X =PR.

De la premieére égalité, on obtient que P et Q sont constants, et donc que P = 1 ou P = £2. Et de la deuxiéme
relation, on obtient que P = +1. Mais alors on aurait :

le(P)=(2,X) = 3U,VeZzX],1=2U+XV.
Ce qui donne en prenant X = 0 dans cette relation 1 = 2U(0) avec U(0) € Z. D’otl une contradiction.
2.2 Propriétés arithmétiques d’un anneau principal
Divisibilité

Dans cette section, (4, +, x) désignera un anneau integre.

10
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Définition.

Soient a,b € A. On dit que a divise b (ou que b est un multiple de a), et on note alb, si (b) C (a), ce qui
équivaut a 'existence d’un élément ¢ € A tel que b = a x c.

— Propriété 18

Soient =, y1,...,y, des éléments de A.
o 1z divise y1, ... yn si et seulement si (y1) + -+ + (yn) C ().

e x est un multiple de y1, ...y, si et seulement si (z) C (y1) N -+ N (Yn).

Définition.

Deux éléments a,b € A sont dits associés dans A s’il existe u € % (A) tel que a = u x b.

Remarque. « étre associé » est une relation d’équivalence sur A.

Exemple. Deux entiers n,m € Z sont associés si n = £m.

— Propriété 19

Soient a,b € A. On a ’équivalence :

a et b sont associés & albetbla < (a)=(b).

PGCD, PPCM

Dans toute la suite, A désigne un anneau principal.

Théoréme 20

Soient a,b € A.

o Soit m € A tel que (a) N (b) = (m). L’élément m satisfait :
(i) alm et blm, i.e. m est un multiple commun de a et de b,
(ii) V€ € A, a|l et b|{ = m|{, i.e. m divise tout multiple commun de a et de b.
De plus si m’ satisfait (i) et (ii), alors m’ et m sont associés.
o Soit d € A tel que (a) + (b) = (d). L’élément d satisfait :
(iii) d|a et d|b, i.e. d est un diviseur commun de a et de b,
(iv) Ve € A, cla et c|b = d|c, i.e. tout diviseur commun de a et de b divise d.

De plus si d’ satisfait (iii) et (iv), alors d’ et d sont associés.

Preuve. Prouvons le premier point (le deuxiéme point se démontre de maniére similaire). Puisque (m) C
(a) N {b), m est bien un multiple commun de a et de b, de sorte qu’'on a (i). Soit £ € A tel que a|l et b|¢. On a :

Donc m divise bien ¢, et (ii) est bien satisfait.

Soit maintenant m’ satisfaisant (i) et (ii). On a :

11
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 puisque m satisfait (i) et m’ satisfait (ii), m’|m.
o inversement, puisque m’ satisfait (i) et m satisfait (ii), m|m’.

Donc m et m' sont bien associés. O

Définition.

o Un élément m satisfaisant (i) et (ii) est appelé un plus petit commun multiple (PPCM) de a et b, et
noté a Vb

o Un élément d satisfaisant (iii) et (iv) est appelé un plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b, et
noté a A b.

& Mise en garde.

Un PGCD et un PPCM de a et b ne sont pas uniques : ils sont uniques a multiplication par un élément
inversible de A prés. Dans Z, on fait le choix de les prendre dans N pour les rendre uniques. Dans K[X],
on pourra exiger de les prendre unitaires pour la méme raison.

Définition.

On dit que deux éléments a et b de A sont premiers entre eux si a Ab = 14 (ou plus précisément a A b est
associé a 14).

Théoréme 21 ((16’ Bezout (so - 1753‘))

Soient a,b € A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) anb=14 (i.e. a et bsont premiers entre eux),
(ii) A= (a)+ (b),

(iii) Ju,v € A, axu+bxv=14.

Preuve.
(i) = (ii) SiaAb= 14, alors (a) + (b) = (14) = A.
(ii) = (iii) Si A = (a) + (b, alors 14 appartient & (a) + (b), et il existe u,v € A tels que :

ly=axu+bxo.

(iii) = (i) S’il existe u,v € A tels que 14 = axu+bxwv, alors 14 appartient a {(a)+(b), de sorte que (a)+(b) = A = (14)
et quea Ab=14.

O
Théoréme 22 (de Gauss 77 - 1555))
Soient a,b,c € A. Si a divise b X ¢ et que a est premier avec b, alors a divise c.
Preuve. Comme a est premier avec b, il existe u,v € A tels que :
lag=axu+bxw.
En multipliant par ¢, on obtient :
c=ax(uxc)+ (bxe) xv€Ea).
—_—— ~——
€(a) €(a) car albxc
Donc a divise c. (]

12
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— Propriété 23

Soient a,b,c,d € A\ {04}.

a=dxa
(1) d=anb < 3FdVeAlb=dxl
a' ANb =14

(2) d=anb <& dxc=(axc)A(bxc).

Preuve.
(1) = Comme d=aAb,ddivise a et b, et il existe a’,b’ € A tels que :
a=dxad et b=dxV.
Montrons que a’ A b = 14. Puisque d € (d) = (a) + (D), il existe deux éléments u et v de A tels que :
d=axu+bxv=dxa xu+dxb xw.
Ce qui donne en simplifiant par d # 04 (possible car A intégre) :
lu=a xu+b xuv.

Donc a’ et b’ sont bien premiers entre eux.

< Supposons qu’il existe des éléments o', b’ premiers entre eux, et d tels que :
a=dxa e b=dxb.

d divise donc a et b, de sorte que (a) + (b) C (d). Montrons I'inclusion réciproque. Comme a’ Ab' =14,
il existe u,v € A tels que :

adxu+bt xv=14 = axut+bxv=dxd xu+dxd xv=dx(a xu+b xv)=d.
—_—

1a

Ainsi d appartient & (a)+(b), et on a I'inclusion (d) C (a)+(b). D’ou finalement ’égalité (d) = (a)+(b),
et donc que d = a A b.

(2) On a avec le point précédent :

a=dxad axc=(dxc)xda
d=aAbsFd V€A (b=dxV & Ja', b € A, Sbxec=(dxc)xV
c#04 et A intégre
a ANY =14 a ANV =14

Sdxc=(axc)A(bxe).

— Propriété 24

Soient a,b,c,m € A\ {04}.
(1) axb=(aVb)x (aAb).

(2) m=aVbd < mxc=(axc)V(bxec).

Preuve.

13
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a=dxad
(1) Notonsd =aAb,eta’,b' € Atelsque< b=d x V/ , et posons m = d x a’ x b’. Montrons que m = a V. b.
a ANV =14

Ona:
m=dxa xb =axb =d xb.

Donc m est un multiple commun de a et de b.

Soit £ € A tel que alf et b|¢. 1l existe donc a”’,b” € A tels que :
l=axa" =d xdxa" e L=bxb =bxdxb".

D’ou I'égalité :

a xdxa'"=bxdxb' = a xa'"=bxb".
d#04 et A integre.

Ainsi o’ divise b’ x b, et comme a’ A b = 14, le théoréme de Gauss assure 'existence d’un élément c € A

tel que
V'=a'xc = (= xdxV' =V xdxa xec=mxec.

Ainsi m divise £. On a donc bien que m = d x a’ x b est égal & a V b, et donc que :

axb=dxa xb xd=mxd=(aVb)x (aAb).

(2) On a a l’aide du point précédent :

ex(aVb)xex (anb) = (axc)x(bxe) = ((axc)V(bxe))x ((axec)A(bxc)) = ((axe)V(bxe))xex (and).

Propriété 23
Et comme A est intégre, et que ¢ X (a A b) # 04, on obtient :
ex (aVvbd)=(axc)V(bxc).

L’équivalence demandée se déduit alors directement de cette égalité.

Remarque. On définit aisément par récurrence le PGCD et le PPCM de n éléments.

Décomposition en produit d’irréductibles
Définition.

Soit p € A. On dit que p est irréductible si :

(i) p ¢ % (A), (ii) p=axb = ac(A)oube % (A).

Remarques.
o 04 n’est pas irréductible car 04 =04 X 04 et que 04 ¢ Z (A).

e Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et leurs opposés.

— Propriété 25

Soit p € A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p est irréductible,
(ii

(iii

)
) (p) est premier et non nul,
) (p) est maximal et non nul,
) (p

(iv) (p) est non nul et A/(p) est un corps.

14
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Preuve.

(i) = (iii) Comme p est irréductible, p # 04 et donc (p) n’est pas nul. Soit I un idéal contenant (p). Comme A est
principal, I est de la forme (a). On a donc p € (p) C (a), de sorte qu'’il existe b € A tel que :

p=axb = ac€%(A)oube % (A).
p irréd.

Siae Z(A),alorsonal= {a)=A. Sibe % (A), alors p et a sont associés, et on a (p) = (a) = I. Donc
(p) est bien maximal.

(iif) = (iv) Découle directement du Théoréme 14.
(iv) = (ii) Si A/(p) est un corps, il est en particulier intégre et donc (p) est premier.

(ii) = (i) Comme (p) est un idéal premier, il est propre et donc p ¢ % (A). Soient maintenant a,b € A tels que
p=axb Ona:
axbe(p) = aec(p)oubc p).

Supposons par exemple que a € (p). Il existe u € A tel que a = pxu, ce qui donne donc p = axb = pXxXuxb.
p étant de plus non nul et A étant integre, cela donne 14 = u x b. Ainsi b appartient & % (A).

O

Remarque. On a ainsi montré que pour un anneau A principal qui n’est pas un corps, les idéaux premiers
sont I'idéal {04} et les idéaux maximaux (p) engendrés par les irréductibles.

Théoréeme 26 (Théoréme fondamental de l’arithmétique)

(AF1) Tout élément a non nul de A s’écrit a = up; ...p, avec u € % (A) et p1,...,p, irréductibles.

(AF2) Cette décomposition est unique, a permutation prés et a des inversibles prés: sia = upy ...p, =
vq1 ... qs, on a7 = s et il existe o € S, tel que p; et q,(;) soient associés pour tout i.

Remarque. Un anneau integre satisfaisant (AF1) et (AF2) est dit factoriel. On montre donc ici qu’un anneau
principal est factoriel. La réciproque est cependant fausse en général : on peut par exemple montrer que 'anneau
Z[X] est factoriel mais pas principal.

Pour démontrer ce résultat, on aura besoin des résultats suivants.

Propriété 27

Dans un anneau principal A, toute suite croissante d’idéaux pour l'inclusion stationne.

Preuve. Soit (I,,) une suite croissante d’idéaux pour I'inclusion. Montrons que J = UI" est un idéal de A :

e Soient x,y € J.Il existe m,n € N tels que x € I,, et y € I,,,. Supposons par exemple m > n, alors on a
x,y € I, puisque la suite d’idéaux est croissante pour I'inclusion. Comme (7,,,,+) est un groupe, on a :

r—yel, CJ
e Soient z € J et a € A. 1l existe m € N tel que x appartient a I,,,. Et comme I,,, est un idéal, on a :

axzel, CJ

J est donc un idéal de A qui est principal, il existe donc un élément a € A tel que J = {(a). Cet élément a
appartient a J, de sorte qu’il existe m € N tel que a appartient a I,,,. Mais la suite étant croissante, on a aussi
a € I, pour tout n > m. Et donc pour tout n > m, on a :

(a)y C I, C J = (a).

Ainsi I, = {(a) pour tout n > m, et la suite (I,,) stationne bien. O
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Propriété 28

Soit @ € A un élément non nul. Si a n’est pas inversible, il admet au moins un diviseur irréductible.

Preuve. Supposons par 'absurde que a n’admette aucun diviseur irréductible. Dans ce cas, ap = a n’est lui
méme pas irréductible, et il existe a; et by des éléments non inversibles tels que a = a1 X b;.

Comme a; n’est pas irréductible, il existe as et b non inversibles tels que a; = as X bs.

En poursuivant cette construction par récurrence, on obtient une suite (a,) d’éléments de A tels que pour tout
n € N, a,y1 divise a,, sans étre inversible, ni associé & a,. La suite d’idéaux ({(a,)) serait alors strictement
croissante dans A principal, ce qui est impossible. D’ou le résultat. O

Preuve du Théoréme 26.

Démontrons (AF1). Soit a un élément non nul de A. Si a est inversible, c’est terminé. Supposons ay = a non
inversible, alors ag admet un diviseur irréductible pq, de sorte qu’il existe a; € A tel que ag = a1 X p1.

Si ay est inversible, on a obtenu une factorisation de la forme voulue. Sinon, il admet un diviseur irréductible
po, et il existe un élément as € A tel que ag = as X p1 X po.

De méme si as est inversible, on obtient une factorisation de la forme voulue. Sinon on poursuit ce procédé
b
jusqu’a avoir une factorisation de la forme voulue, qui s’écrit :

ag = ayn X p1 X pa X -+ X py avec ay inversible et p1,...py irréductibles.

Un tel rang N > 1 existe nécessairement. En effet, on aurait sinon une suite (a,) d’éléments non inversibles et
une suite (p,) d’éléments irréductibles satisfaisant a,, = a5 +1pn+1, avec donc a,41 divise a,, sans étre inversible
ni associé a a, pour tout n € N. De méme que précédemment, la suite d’idéaux ({a,)) serait strictement
croissante dans A principal, ce qui est impossible.

Pour (AF2), je vous renvoie par exemple a [3] ou [4].

2.3 Cas des anneaux euclidiens

Définition et exemples

Définition.

Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre. On dit que A est un anneau euclidien il existe une
application N : A\ {04} — N, appelée stathme euclidien, telle que pour tout a,b € A\ {04}, il existe

q,m € A tels que :
a=bxqg+r e r=0s4 ou N(r)<N(b).

On dit alors qu’on a fait la division euclidienne de a par b. Les éléments ¢ et r sont alors appelés quotient
et reste de cette division euclidienne.

Exemples.

1

o Tout corps est un anneau euclidien, puisque pour tout z,y € K*, x = g¢xy+ravecqg=xxy " et r = Ok.

Toute application N : K* — N convient ici.
o L’anneau Z est euclidien, avec pour stathme euclidien sur Z lapplication N : Z* — N, k — |k|.

o Si K est un corps, I'anneau K[X] est euclidien avec pour stathme euclidien Papplication N : K[X]* —
N, P — deg(P).

Théoréme 29

Tout anneau euclidien est principal.
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Preuve. Soit A un anneau euclidien. Il est en particulier intégre par définition. Soit I un idéal non nul de A.
L’ensemble {N(a), a € I\ {04}} est une partie non vide de N. Elle admet donc un plus petit élément ng € N.
Prenons 2 € T\ {04} tel que N(z) =ng. On a = € I, et donc (z)I. Montrons l'inclusion réciproque. Prenons
pour cela a € T\ {04} et effectuons la division euclidienne de a par z. Il existe g,r € A tels que :

a=xzxq+r avec r=04 oulN(r)<N(z).

Supposons r # 04. On aurait r =a—x x ¢ € I\ {04} et N(r) < N(zx), ce qui est impossible par définition de
x et ng. Doncr =04, et onaa=x x g€ (x). Ainsi I = (x) et A est un anneau principal. O

Remarque. Il existe des anneaux principaux qui ne sont pas euclidien. On peut par exemple montrer que
7 [1 A 19}
2

est principal mais n’est pas euclidien (voir & ce sujet [8] ou [9]).

PGCD dans les anneaux euclidiens

Un anneau euclidien étant en particulier principal, deux éléments admettent toujours un pged et un ppcm.
La structure euclidienne permet de plus de calculer un pged, écrire une relation de Bezout, ... de fagon
algorithmique.

Propriété 30

Soit A un anneau euclidien et a,b € A\ {04}. Soient ¢,r € A tels que a =b x ¢+ r. Alors on a :

aNb=bAT.

Preuve. Il suffit de montrer que les diviseurs communs a a et b sont les mémes que ceux de b et 7.
e Sid divise a et b, alors d divise a — b x ¢ = r. Et donc d divise b et r.

e Si d divise b et 7, alors d divise b X ¢ + 1 = a. Et donc d divise a et b.

Algorithme d’Euclide. On dispose de l'algorithme suivant pour le calcul du pged de deux nombres.

Entrer a >= b

r0 =D

rl = reste de la division eucl de a par b

Tant que rl1 <> 0, faire
r2 = reste de la division euclidienne de r0 par ri
r0 = ril
rl = r2

Fin du Tant que

Retourner r0

Propriété 31

L’algorithme d’Euclide s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes. De plus, a A b est le dernier reste
non nul dans 'algorithme d’Euclide.

Preuve. Justifions la terminaison de l'algorithme, c’est-a-dire que ’algorithme s’arréte bien au bout d’un
nombre fini d’étapes. Notons pour cela 7, la valeur contenue dans la variable r1 a la fin de la n-éme itération
de la boucle Tant que. La suite (N (r,)) est une suite strictement décroissante d’entiers naturels. Elle est donc
finie, et il existe bien un entier N pour lequel rny = 0.

Assurons nous a présent de la correction de l'algorithme en justifiant que la valeur renvoyée est bien a A b.
Toujours avec les mémes notations, on montre par une récurrence immédiate que :

Vne[0o,N—1], ryArpt1=aAlb.
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En particulier, on a :
aANb=rNy_1ArN=rN_1ANO0=7rNn_1,

et a A b est bien le dernier reste non nul dans l'algorithme d’Euclide qui est justement la valeur renvoyée par
l’algorithme. O

Remarque. On peut améliorer 'algorithme pour obtenir également une relation de Bezout. En effet, si on
écrit a chaque itération de l'algorithme i = ura + vib, avec up = 1 et vg = —qq, on aura :

Thil = Th—1 — QkTk = (Uk—1 — qrUk)a + (Vk—1 — qrVk)D.

2.4 Théoréme des restes chinois

— Propriété 32

Soit A un anneau commutatif et unitaire, I et J des idéaux de A tels que I + J = A.

L’application ® associant & la classe  de € A modulo I'NJ le couple (Z, 9%) des classes de x modulo
I et modulo J, est un isomorphisme de anneau A/(I N J) sur anneau (A/I) x (A/J).

Preuve. On vérifie sans difficulté que I'application ¢ : € A — (Z,z) € (A/I) x (A/J) est un morphisme
d’anneaux. Et on a : 3
reKer(p) © (T,2)=04,04) & zelnl

Ainsi Ker(f) = I'NJ et par le théoréme d’isomorphisme, f se « factorise » en un morphisme injectif d’anneaux
® de A/INJ sur (A/I) x (A/J).

Montrons que ® est surjectif. Soit pour cela (a,b) € (A/I) x (A/J). Comme I + J = A, il existe (u,v) € I x J
tels que u +v = 14. Posons alors t =bxu+axv. Onav =14 etdoncT=a xv =a, et de méme z = b.

Ainsi ®(x) = (a,b), et ® est bien surjective. O

Comme conséquence directe de ce résultat, on a le

Théoréme 33 (des restes chinois)

Soient A un anneau principal, m € A et n € A premiers entre eux. L’application :

Af(mxn)  — (Af(m)) x (A/(n))

: )
®: z — (z, )

est un isomorphisme d’anneaux.

Preuve. On applique le résultat précédent avec I = (m) et J = (n), en notant que I + J = A puisque
mAn=14,et que INJ = (mxn)car mVn=m X n. O

Remarque. La démonstration de la Proposition 32 nous indique comment expliciter la bijection réciproque de
® : puisque m A n = 1y, il existe un couple de Bezout (u,v) € A? tel que 14 = m x u + n x v (qui, rappelons
le, peut étre obtenu par 'algorithme d’Euclide étendu lorsque A est euclidien). L’isomorphisme réciproque ®~!
est alors donné par :

o1 (A/(m)) x (A/(n))  — A/{m x n)
' (@,b) = bxmxu+axnxuv
Remarque. Ces résultats se généralisent par récurrence au cas d’un produit de p > 2 éléments my,...,m,

deux & deux premiers entre eux.

18



Prépa Agreg. Interne Unversité de Franche-Comté

3 Exemples fondamentaux d’anneaux principaux

3.1 Anneau Z des entiers relatifs

On a le résultat suivant, conséquence de tout ce qui a été obtenu précédemment.

Théoréme 34

o L’anneau (Z,+, x) est euclidien (avec pour stathme euclidien N : n € Z* — |n|), donc princi-
pal.

e Ona%(Z)={-1,1}.

o Les éléments irréductibles de Z sont les nombres de la forme £p avec p premier.
o Les idéaux premiers de Z sont {0} et les (p) avec p premier.
e Les idéaux maximaux de Z sont les (p) avec p premier.

e Tout nombre entier n > 2 admet une décomposition en produit de nombres premiers unique a
permutation des facteurs pres.

Algorithme de division euclidienne. Voici une méthode naive de division euclidienne de deux entiers
positifs.
Entrer a >=0, b>0
q=0;r=a;
Tant que r>b faire
r =r-b
q = qtl
Fin du Tant que
Retourner q et r

Le nombre d’itérations est ici de |§].

Remarque. On dispose de l'algorithme d’Euclide pour le calcul de pged. On peut ici majorer le nombre
d’étapes N qu’il faut pour trouver le pged. Sachant que la suite des restes est strictement décroissante, on
trouve que N < b. On peut faire bien mieux : le Théoreme de Lamé montre que IV est inférieur ou égal a 5 fois
le nombre de décimales de b. Pour plus de détails, le vous renvoie par exemple a mon cours Algorithmique
pour l’agrégation interne.

Applications possibles.
e Résolution de ’équation diophantienne ax + by = c.
¢ Représentant irréductible d’un rationnel.

« Trrationalité de v/2 ou plus généralement de /n lorsque n n’est pas le carré d’un entier.

3.2 FEtude de I’anneau quotient Z/nZ

Dans toute la suite, n est un entier supérieur ou égal a 2.

Premieéres propriétés

Comme conséquence des résultats obtenus précédemment, on a les propriétés suivantes.

Théoréeme 35

nZ est un idéal de Z, et on dispose donc de 'anneau quotient (Z/nZ,+, x) commutatif et unitaire.
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Théoreme 36

On a les équivalence suivantes :

Z/nZ est intégre < Z/nZ est un corps < n est premier.

Théoréme des restes chinois

Toujours comme conséquence de 1’étude générale faite précédemment, on a le résultat suivant.

Théoréme 37 (des restes chinois - Version « anneaux quotients »)

Soient nq,...,n, des entiers deux a deux premiers entre eux, et n leur produit. On a I’isomorphisme
d’anneaux :

ZInZ ~ZL/rZ X --- X L/nyL.
Plus précisément, application @ : Z/nZ ~ Z/mZ x --- x Z/np,Z,x[n] — (z[ni1],...,z[ny]) est un
isomorphisme d’anneaux.

Ce résultat se reformule comme suit.

Théoreme 38 (des restes chinois - Version « congruence »)

Soient n1,...,n, des entiers deux & deux premiers entre eux, et n leur produit. Pour tout entier
mi,..., My, le systeme de congruences

x = mq[ng]
(%)

z = my[ny)

possede une solution x € Z, qui est unique modulo n.

% Méthode. Résolution d’un systéme de congruences.

Pour résoudre explicitement un systéme de congruences, c’est-a-dire en d’autres termes pour expliciter
&1, on procédera comme suit :

e on commence par poser N; = Hnl pour tout 1 <7 < p, de sorte qu'on a® Ny A--- AN, =1 ;
i
o par le théoréme de Bezout, il existe (u1,...,u,) € ZP tels que :

’U,1N1+"‘+UPNP:1. (**)
On détermine ces entiers par lalgorithme d’Euclide étendu (en cherchant un couple de Bezout pour
(N1, Na), puis pour (N1 A Na, N3), puis pour (N7 A No AN3,Ny), ... ) ;
e Pour tout i € [1,p], on a d’aprés (xx) et par définition des N; que :
1[n] sii=3j

vi € [1.7) uij:{O[n'] g

Une solution du systéme de congruence (x) est donc © = mqui N1 + - - - + mpu,Np, qui est unique
modulo n.

%ces éléments ne pouvant pas tous avoir de facteur premier en commun.
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Inversibles de Z/nZ

Théoreme 39

Soit s € Z. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) s est premier avec n,
(ii) s est un générateur du groupe (Z/nZ,+),

(iii) s est inversible dans 'anneau (Z/nZ, +, x).

En particulier, on a donc % (Z/nZ) = {s, s An = 1}.

Preuve.

(i) = (iii)

(iii) = (ii)

Q

Si s An =1, il existe un couple de Bezout (u,v) € Z tel que :
su+nv=1.

Ce qui donne dans Z/nZ :

V)
4l
I
=

Donc § est bien inversible dans 'anneau Z/nZ.

Supposons § inversible dans 'anneau Z/nZ. 1l existe donc @ un élément de Z/nZ, dont on peut prendre
un représentant u € [1,n — 1], tel que :

Ainsi le sous-groupe de (Z/nZ,+) engendré par s contient 1, et est donc égal & Z/nZ tout entier. Donc
est bien un générateur de (Z/nZ,+).

Supposons que 3 soit un générateur de (Z/nZ,+). Alors 1 appartient au sous-groupe engendré par 3, et
il existe u € [1,n — 1] tel que :

I1=5+--+s5s=sxu.
———
u fois
En particulier, n divise s x u — 1 et il existe k € Z tel que :
su—1l=nk = su—nk=1.

Ce qui, par le théoreme de Bezout, montre que s est premier avec n.

Méthode. Calcul de l’inverse d’un élément inversible.

Pour déterminer si un élément s est inversible dans Z/nZ, on vérifiera s A\n = 1. Si c’est le cas, s est
bien inversible. De plus pour obtenir son inverse, on cherche un couple de Bezout :

us+ovn =1

Alors us =1 dans Z/nZ, et u est l'inverse de 3 dans Z/nZ.

Définition.

On appelle fonction indicatrice d’Euler et on note ¢(n) le cardinal de % (Z/nZ), c’est-a-dire le nombre
d’entiers s telsque 1 < s <netsAn=1.

— na—1

Remarque. Si p est premier, on a p(p) =p—1 et o(p*) =p*~'(p — 1) pour @ € N*.
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Propriété 40

On a un isomorphisme de groupes Aut(Z/nZ) ~ % (Z/nZ). En particulier, Aut(Z/nZ) est un groupe
abélien, de cardinal ¢(n).

Preuve. On vérifie facilement que I'application :

y. (Z(Z/nZ),x) — (Aut(Z/nZ),0)

) u — [z T ITXT

définit un morphisme injectif de groupes entre % (Z/nZ) et Aut(Z/nZ). Etudions la surjectivité. Pour tout
f € Aut(Z/nZ), Im(f) = Z/nZ et est engendré (comme groupe) par f(1). Notons cet élément qui est donc
inversible dans 'anneau Z/nZ. On a pour tout x € [0,n — 1] :

(@) =uxT=u+---+u=f(O)+ -+ f(1 = 1+---4+1) = ().
f ( ) e \—\/J IL/_f(l f morph. de groupes f(\ﬁ/—/) f( )
x fois ¢ fois x fois
Ainsi on a bien ¥U(u) = f, et ¥ est bien surjective. O

Théoréme 41 (d 'Euler (1707 - 17&3))

Si k est un entier premier avec n, alors k¢ = 1[n].

Preuve. C’est une application directe du théoréme de Lagrange, puisque ¢(n) est par définition I'ordre du
groupe % (Z/nZ). O

Corollaire 42 (Petit théoréme de Fermat o1 - 1665))

Soit p € N premier. Pour tout € Z, on a z” = z [p].

Preuve. En notant que ¢(p) = p — 1, on obtient que =1 = 1 [p] pour tout x premier avec p. On obtient donc
aP = z [p] pour tout x dans Z, y compris si & est un multiple de p. ([l

Corollaire 43 (Théoréme de Wilson (i7a1 - 1793))

Soit p > 2. p est un nombre premier si et seulement si (p — 1)! = —1[p].

Preuve. Supposons p premier. L’égalité est vérifiée si p = 2. Supposons p > 3. D’apres le théoréeme de Fermat,
le polynéme XP~! — T admet pour racines 1,...,p — 1 dans le corps K = Z/pZ. 1l se factorise donc sous la
forme :

Xl _T=X-T)(X-2)...(X—p—1).
L’égalité des termes constants donne :
TI=(-1)P1"Tx2x---xp—1 don —1=(p—1![p.

Réciproquement, si on a (p — 1)! = —1 [p], alors tout élément non nul de Z/pZ est inversible. Donc Z/pZ est un
corps, et p est premier. U

— Propriété 44

e Sim et n sont premiers entre eux, on a p(mn) = p(m)p(n).

k

o Soit n > 2, n=pi"...pp* sa décomposition en facteurs premiers. Alors :
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Preuve. Comme m An =1, on a par le théoréme des restes chinois que :
Z/mnZ ~7Z/mZ x Z/nZ.

Cet isomorphisme d’anneaux induit un isomorphisme de groupes entre % (Z/mnZ) et % (Z/mZ x Z/nZ). Or
on vérifie facilement que si A et B sont des anneaux unitaires, alors % (A x B) = % (A) x % (B). Ce qui donne
ici :

U (Z)mnZ) ~ U (L/mZ x L/nZ) = U (Z/mZ) x U (Z/nZ).
D’ott en prenant les cardinaux p(mn) = p(m)p(n).

Le deuxieme point en découle alors immédiatement :

p(n) = o). o) =p o — D (e — D) =0 (1 - 1) (1 - 1) :
P1 Pk
Applications et prolongements.
o Systéme de chiffrement RSA (voir par exemple [6]).
o Résolution de systémes de congruences (voir par exemple [6]).
+ (Etude de % (Z/nZ) (voir par exemple [8]).)

o (Loi de réciprocité quadratique (voir par exemple [6]).)

3.3 Anneau K[X] des polyndémes sur un corps commutatif K

Premiéres propriétés.

Théoréme 45

o Soit K un corps commutatif. L’anneau (K[X],+, X) est euclidien, donc principal.

e Ona Z(K[X]) =K*.

& Mise en garde.

Si K n’est pas un corps, K[X] n’est pas principal. On pourra par exemple montrer que (Z[X], +, x) n’est
pas principal en considérant I'idéal (2, X).

On a en fait le résultat suivant.

Propriété 46

Soit A un anneau. A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Preuve. Si A est un corps, on a vu que A[X] est euclidien, donc principal.
Réciproquement, supposons A[X] principal. C’est en particulier un anneau intégre, donc A l'est aussi. De plus,
X est un élément irréductible de A[X]'. Comme A[X] est principal, A ~ A[X]/(X) est un corps. O

Remarque. On peut cependant montrer que si A est factoriel, alors A[X] est factoriel (voir par exemple [8] &
ce sujet).

18i X = P x Q, alors on a par exemple deg(P) = 1 et deg(Q) = 0. Donc P est de la forme aX et Q = b avec a,b € A. Et on a
en identifiant les coefficients 14 = a x b, de sorte que b € % (A) C % (A[X]).
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Eléments irréductibles

— Propriété 47

e Tout polynéme de degré 1 est irréductible.
o Tout polynoéme irréductible de degré > 1 n’a pas de racine dans K.

o Les polynomes irréductibles de degré 2 ou 3 sont exactement ceux qui n’ont pas de racine dans
K.

Preuve. Le premier point est immédiat pour des raisons de degrés. Pour le deuxieme point, si P est un
polynéme de degré > 1 ayant une racine a € K, alors il existe @ de degré > 1 tel que :

P=(X—-a)xQ.

Comme (X — a) et @ ne sont pas inversibles, P n’est pas irréductible.

Soit enfin un polynéme P de degré 3 par exemple sans racine dans K| et soient @, R € K[X] tels que P = Q x R.
On a 0 < deg(Q) < 3. Si deg(Q) = 1, alors @, et donc P, admettrait une racine dans K, ce qui contredit
I'hypothese. Si deg(Q) = 2, alors deg(R) = 1 et on aboutit aussi & une contradiction. Donc deg(Q) = 0 ou
deg(Q) = 3, de sorte qu’on a @ € Z (K[X]) ou R € % (K[X]). On procéde de méme pour un polyndme de
degré 2. O

— Propriété 48

e Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré un.

e Les polyndémes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré un et les polynoémes de degré
deux de discriminant strictement négatifs.

Preuve. Comme C est algébriquement clos, tout polynéme non constant est produit de facteurs de degré un.
Un tel polynéme n’est irréductible que s’il est de degré un.

Soit P € R[X] de degré n > 1, et décomposons le en produit de facteurs de degré un dans C[X]. Dans cette
décomposition, notons que si z € C\R est racine de P de multiplicité r» > 1, alors Z est aussi racine de P de
multiplicité r. En effet, on a :

P(z)=P'(z)=--- =P V(2) =0et P(2) #0,
ce qui donne en passant au conjugué (puisque les polyndmes P sont & coefficients réels) :
P(z)=P(z)=---=P"Y(E)=0et P(2) #0.

Ainsi 7 est racine de multiplicité r de P.

En regroupant les termes conjugués, on obtient dans la factorisation de P les polynémes (X — 2)(X — z) =
X? —2Re(2)X + |2|? de degré deux irréductibles dans R[X], et les polynomes de degrés un irréductibles aussi
dans R[X]. Les polynomes irréductibles de R[X] sont donc les polynémes de degré un et les polynomes de degré
deux a discriminant strictement négatifs. O

Applications et prolongements.
o Critere d’Eisenstein (voir par exemple [6] ou [9]).

 Existence et unicité d’'un polyndéme minimal pour u € Z(E) avec dim(E) < 4oc (voir par exemple [6] ou

[9]).
o Théoréme des noyaux et théoréme de Dunford (voir par exemple [6]).
o Résultant (voir par exemple [6]).

o Anneau des entiers de Gauss (qui fait 'objet du sujet « facile » de cet été - voir par exemple [8], [3] ou

[6]).
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4 Corps commutatifs

4.1 Définition, exemples

Rappelons la définition d’un corps.

Définition.

] Un anneau commutatif (K, 4+, X) est un corps si tout élément non nul de K est inversible. 1l est dit fini si
son cardinal est de plus fini.

Exemples.

e Q, R et C sont des corps.

e Z/pZ est un corps fini pour tout p premier.
Définition.

Soit I un corps et K C L. On dit que K est un sous-corps de L si la restriction & K des lois + et x lui
confere une structure de corps. On dit aussi que IL est un sur-corps ou une extension de corps de K.

Exemple. Q est un sous-corps de R, qui est lui méme un sous-corps de C.

Propriété 49

Toute intersection de sous-corps d’un corps K est un sous-corps de K.

Preuve. Laissée en exercice. O

4.2 Corps des fractions d’un anneau intéegre

L’anneau Z n’est pas un corps, mais on peut toujours regarder ses éléments comme des éléments de Q, qui est
un corps, dans lequel tout élément non nul de Z devient inversible. On montre ici que c’est possible pour tout
anneau integre.

Théoréme 50

Soit A un anneau commutatif unitaire et integre. Alors il existe un corps F et ¢ : A — F un
morphisme d’anneaux injectif tel que :

Vo € K, I(a,s) € Ax A*(ou A* = A\ {04}), = = e(a)e(s) .

Preuve. La construction de F est la généralisation de la construction de Q & partir de Z.

« Etape 1. Construction de F.

On définit une relation d’équivalence Z sur A x A* en posant :
Y(a,s), (b,t) € A x A*, (a,s)Z(b,t) < at = bs.
a
On note — la classe d’équivalence de (a, s) pour cette relation que l'on appelle fraction de a par s. On
s
note I ’ensemble de ces fractions.

« Etape 2. Lois de composition interne sur F.

On munit F des lois + et x suivantes :

FxF — F

(a b) a b at + bs .
2] P =t-=
st S t st
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FxF — F

(4.9)

On vérifie que + et x sont bien définies, c’est-a-dire que ces opérations ne dépendent pas du représentant
de la fraction choisie.
. Etape 3. Structure de corps sur F.

On vérifie toutes les propriétés d’un corps. En particulier on montre que :

OA:OA Ip 1A_§

0:7 = — =
¥ 1A S lA S

a S
et que si x = — # Op, alors z est inversible et 271 = =,
S a

« Etape 3. Morphisme ¢: A < F.

A =T a
On vérifie que € : 0o o2 est un morphisme d’anneaux injectif, tel que pour tout x = — € F, on ait :
s

14

x =e(a)e(s)™ L

]

Remarque. Les anneaux A et Im(e) étant isomorphes, on les identifiera dans la suite, si bien qu’on se permettra
d’écrire A C Frac(A).

Définition.

Le corps T ainsi construit est appelé le corps des fractions de A, et noté Frac(A).

— Propriété 51 (Propriété universelle du corps des fractions)

Soit A un anneau commutatif unitaire integre. Pour tout corps L et tout homomorphisme injectif
f:A—L, il existe un unique homomorphisme f : Frac(A) — L dont la restriction & A C Frac(A)
soit f.

Exemples.
o Frac(Z) = Q.

o Frac(K[X]) est appelé le corps des fractions rationnelles en 'indéterminée X et notée K(X)

Prolongement possible.

o Décomposition en éléments simples (voir par exemple [6] ou [9]).

4.3 Caractéristique d’un corps, sous-corps premier

— Propriété 52

Soit A un anneau. Il existe un unique morphisme d’anneaux de Z dans A : Papplication f définie
par :
YneZ, f(n)=1la+---+14 cequ'on notera plus simplement nlg4.
—_—

n fois

Ker(f) étant un idéal de 'anneau principal Z, il est lui méme principal. On note & € N 'unique
entier tel que Ker(f) = kZ.
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Définition.

k est appelé la caractéristique de A, et on note car(A) = k.

Remarques.
o car(Z/nZ) = n, car(R) = car(Z) = 0.
e Un anneau et un quelconque de ses sous-anneaux ont la méme caractéristique.

o Dans le cas ot k = car(A) > 0, on a pour tout a € A :

a+--+a=ax(lat---+1a)=ax0s4=04.
—_—— ——————

n fois n fois

— Propriété 53

(1) Si A est integre, alors car(A) = 0 ou car(A) est un nombre premier.

(2) Sicar(A) =0, alors A est infini.

Preuve.

(1) Si A est intégre, le sous-anneau Im(f) V'est aussi. Et par le théoréme d’isomorphisme, il est isomorphe &
Z/car(A)Z qui est intégre aussi. Or on sait que c’est le cas si et seulement si car(A4) = 0 ou car(A) est un
nombre premier.

(2) Sicar(A) =0, f est injective et Im(f) ~ Z. En particulier, Im(f) est infini, et A (qui contient Im(f)) lest
aussi.

O

— Propriété 54 (Morphisme de Frobenius (s - 1017))

Soit A un anneau de caractéristique p € P.

« Pour tout (a,b) € A%, on a :
(a +b)P =aP +bP.

A=A
Autrement dit, 'application F : { » est un morphisme d’anneaux.
ava

e Si A est un corps fini, alors F' est bijective.

o Si A=7Z/pZ, alors F = Idy.

Preuve. Par la formule du binome dans A anneau commutatif, on a pour tout (a,b) € A% :
~ (p
b)P = o R,
(@a+b)P =) <k)a
k=0
Pour tout 1 <k <p-1,onak(t) = p(ij) et k Ap=1. Par le théoreme de Gauss, p divise (}), et donc :

p—1
(a + b)P = aP + Z (z) akbnfk _|_bp = aP + bP.
k=1

=04

Supposons de plus que A soit un corps fini. Ker(F') est un idéal propre de A, donc égal & {04}. Ainsi F est
injective entre deux ensemble de cardinal fini. C’est donc une bijection.
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Sienfin A = Z/pZ, F est I'identité par le petit théoréeme de Fermat. O
Définition.

Soit K un corps. On appelle sous-corps premier de K le sous-corps P engendré par 1k, c’est-a-dire
I'intersection de tous les sous-corps de K.

Un corps K est dit premier s’il n’a d’autre sous-corps que lui-méme, ce qui équivaut a K = P

— Propriété 55

Soit K un corps, et P son sous-corps premier.
(1) Sicar(K) =0, alors P ~ Q.
(2) Sicar(K)=peP, alors P~ Z/pZ.

Preuve.

(1) Supposons que car(K) = 0. Alors f : Z — K est un morphisme d’anneaux injectif. Par la propriété
universelle du corps des fractions, f se prolonge de fagon unique en un morphisme f : Q — K, nécessairement

injectif puisque Ker(f) est un idéal propre de Q. f(Q) est donc un sous-corps de K isomorphe & Q. On a
donc P C f(Q), et méme P = f(Q) car Q est premier.

(2) Supposons car(K) = p € P. Par le théoréme d’isomorphisme, f se factorise en un morphisme injectif f de
Z/pZ dans K. f(Z/pZ) est donc un sous-corps de K, de sorte que P C f(Z/pZ), et méme P = f(Z/pZ) car
Z./pZ est premier.

O

4.4 Eléments algébriques, transcendants

Soit K un corps, et . une extension de K.

— Propriété 56
Soit a € L. L’application

KX] —L
NP 5 Pa)

est un morphisme d’anneaux. On note I(a) = Ker(ev,) = {P € K[X], P(a) = 0}. Cet idéal est
appelé 'idéal annulateur.

Définition.
On est dans une et une seule des deux situations suivantes :

o oubien I, # {04}, et il existe P € K[X] tel que P(a) = 0. On dit alors que a est un élément algébrique
sur K.

e ou bien I(a) = {04}, et on dit alors que a est transcendant sur K.

Exemples.
o Tout élément a d’un corps K est algébrique sur K, car racine du polynéme non nul X — a € K[X].
« /2 est algébrique sur Q car racine du polynoéme non nul X? — 2 € Q[X].
o ¢ est transcendant (résultat démontré par Hermite en 1873).

o 7 est transcendant (démontré par Lindemann en 1882).
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Définition.
Soit a € L un élément algébrique sur K. On note M, I'unique polynéme unitaire tel que I(a) = (M,). Ce
polynoéme M, est appelé le polynome minimal de a.

— Propriété 57

Soit a € L un élément algébrique sur K.

P € K[X] est le polynéme minimal de a si et seulement si P est unitaire, P(a) = 0 et P est
irréductible dans K[X].

Preuve. Si P = M, alors P(a) = 0 et P est unitaire. Montrons qu’il est de plus irréductible. Pour cela, il est
équivalent de montrer que I, = (P) est un idéal premier. Il est propre car P n’est pas constant (P(a) = 0 et
P # Og[x)). Et si R x S appartient a I,, alors on a :

R(a) x S(a) =0 = R(a)=00u S(a)=0 = Rel,ouSE¢€l,.
K integre

Réciproquement, supposons que P soit irréductible et unitaire, et admette a pour racine. Alors P appartient a
I, = (M,), et il existe donc Q € K[X] tel que P = Q x M,. Et comme P est irréductible et que M, # Og[x] (car
I, # {04} puisque a est algébrique), on a @ € % (K[X]) = K*. Les polynémes P et M, étant enfin unitaires
tous les deux, on obtient donc que Q =1 et que P = M,. (I

Exemple. Le polynome P = X2 — 2 est unitaire, irréductible sur Q car de degré 2 sans racine dans Q, et
satisfait P(v/2) = 0. Donc P est le polynéme minimal de /2 sur Q.

Propriété 58

Soient L un corps commutatif, et K C L un sous corps. Les éléments de LL algébriques sur K forment
un sous-corps de L.

Preuve. Admis. O

Propriété 59

Le corps des nombres complexes algébriques sur Q est dénombrable.

Preuve. Rappelons que Q est dénombrable : il est en bijection avec le sous-ensemble de Z x N* constitué des
fractions % réduites, ot pAg = 1. L’ensemble &2, des polynomes de Q[X| de degré majoré par n est en bijection

avec Q"*1 et donc dénombrable. L’ensemble des polynémes Q[X] = UZZ,, réunion dénombrable d’ensembles
dénombrables, est dénombrable. Et tout P € Q[X] n’a qu’un nombre fini de racines. L’ensemble des nombres
algébriques est donc une partie dénombrable de C. O

C n’étant lui pas dénombrable, on déduit de ce résultat qu’il y a « bien plus » de nombres transcendants que
de nombres algébriques. Il est cependant difficile de montrer qu’un nombre est transcendant, ou d’exhiber des
nombres transcendants (outre e et 7).

Prolongements possibles.
o Nombres transcendants de Liouville (voir [6] ou [3]).
o Degré d’une extension, preuve de la Propriété 58 (voir [3] ou [8]).

o Construction a la régle et au compas (voir [3] ou [8]).
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4.5 Racines et extensions de corps

Puisque K[X] est principal, on a le résultat suivant.

— Propriété 60

Soit P € K[X] un polynéme non nul. On a 1’équivalence entre les propositions suivantes :
(i) Le polynéme P est irréductible,
(ii) L’anneau quotient K[X]/(P) est intégre,

(iii) L’anneau quotient K[X]/(P) est un corps.

Considérons P = Zaka un polynéme irréductible de K[X] et L. = K[X]/(P). Notons 7 la projection
k=0
canonique.

e La restriction de m a K est un morphisme injectif de corps, permettant d’identifier K & un sous corps de
L, et donc L & une extension de K. On peut en particulier voir P comme un polynoéme a coefficients dans
L.

e Soitzx=m(X)eL,ona:

Donc x € L est racine de P.

On a donc montré le résultat suivant.

Propriété 61

Soient P € K[X] un polynoéme irréductible sur K. Alors il existe une extension I de K dans laquelle
P admet une racine.

Exemple. Construction du corps C des nombres complexes.
Le polynéme X? + 1 est irréductible sur le corps R. Donc R[X]/(X? + 1) est un corps. Si on note C ce corps,
et i la classe de X dans le quotient, alors on vérifie que :

o« 32 =1,

e tout élément z € C s’écrit de maniére unique z = a + b,

e on retrouve la somme et le produit usuel des complexes avec les lois quotients.

— Corollaire 62

Soit K un corps, et P € K[X] un polynéme non constant.
(1) 1l existe une extension L de K dans laquelle P admet au moins une racine.

(2) 1l existe une extension M de K dans laquelle P est scindé.

Preuve.

(1) P étant un polyndme non constant, il admet un diviseur Py irréductible dans K[X]. D’apres la propriété
précédente, il existe une extension I. de K dans laquelle Py admet une racine, et donc a fortiori P aussi.

(2) On procede par récurrence sur le degré de P.
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Init. Pour n =1, P est de degré 1 donc scindé dans K[X].
Hér. Soit n > 1 et supposons la propriété vrai au rang n. Montrons la au rang n + 1.

Soit pour cela P de degré n + 1. Par le point précédent, il existe une extension L. de K dans laquelle
P admet une racine z. Alors P vu comme polynéme de L[X] se factorise sous la forme :

P=(X-2)Q

avec ) € L[X] de degré n. Par hypotheése de récurrence, il existe donc une extension M de L dans
laquelle @ est scindé. Ainsi M est une extension de K dans laquelle P est scindé. D’ou la propriété au
rang n + 1.

On conclut par principe de récurrence.

O

Remarque. On peut montrer que de telles extensions de corps sont uniques a isomorphisme pres, appelées
respectivement corps de rupture de P sur K pour L, et corps de décomposition de P sur K pour M (voir & ce
sujet [8] par exemple).

4.6 Cas des corps fini

Théoreme 63

Soit K un corps fini.

(1) car(K) = p et son sous-corps premier K’ est isomorphe & Z/pZ.

(2) Le cardinal de K est égal a p™ ot n = dimy,,z K

Preuve.

(1) Comme K est fini et intégre, on a car(K) = p d’aprés la Propriété ??. Et son sous-corps premier K’ est
isomorphe & Z/pZ.

(2) K est une extension de corps de Z/pZ, si bien qu'on peut voir K comme un espace vectoriel sur Z/pZ,

nécessairement de dimension finie puisque K est fini. Si on note n = dimg/,z K, alors K est isomorphe (en
tant qu’espace vectoriel) a (Z/pZ)™, et est donc de cardinal p".

|
Remarque. Il n’existe donc pas de corps a 6 éléments ou a 10 éléments.

Exemple. Construction d’un corps a 4 éléments.

Le polynéme X2 + X + T est irréductible sur Fo = Z/27Z car il est de degré 2 sans racine dans Fo. Ainsi L =
Fo[X]/(X24X+1) est un corps. Sion note j I'image de X dans le quotient, on vérifie que L = {0, 1, 5, % = T+5}
et on peut dresser les tables d’opérations.

=

+ 0 1 j 1+ X 0 1 j +7
0 0 1 j 1+ 0 0 0 0 0
1 T 0 1+ j 1 0 1 j T+
j j 1+ 0 1 j 0 j 1+ 1
T+5 |1+ j 1 0 1+5|0 145 T pi

Remarque. On peut montrer que pour tout p € P et n € N*| il existe un corps fini a p™ éléments, et qu'un tel
corps est unique & isomorphisme pres (voir par exemple [8] & ce sujet).
Prolongements possibles.

o Théoréme de Wedderburn (voir par exemple [6] ou [7]).

o Cyclicité du groupe (K*, x) lorsque K est un corps fini (voir par exemple [8]).

« (Existence et unicité d’un corps fini & p™ éléments (voir par exemple [7])).

(Cyeclicité du groupe (K*, x) lorsque K est un corps fini (voir par exemple [8]).)
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