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Etude métrique des courbes planes

Dans toute la suite, (I, M) désignera une courbe (ou arc) paramétrée, c’est-a-dire la donnée d’un intervalle réel
I et d’une application M : ¢t € I — M (t) associant & un parametre ¢ un point M (t) du plan.

1 Rappels : courbes paramétrées du plan

1.1 Plan d’étude d’une courbe paramétrée en coordonnées cartésiennes

> —
Soit (I, M) un arc paramétré. Le plan est rapporté & un repére (O,i,j). On pose pour tout t € I, OM =

- —
z(t) i +y(t)j.
Pour étudier I'arc paramétré (I, M), on procédera par étape :
(1) Etude et réduction du domaine de définition.

(2) Caleul du vecteur dérivé et tangentes a l'arc.

Lorsque 'arc est €, on calcule le vecteur dérivé :

dt
Un point de parametre ty € I est dit :

d —
o régulier si H(to) # 0. La tangente & I’arc en ce point est la droite passant par M (ty) et dirigée par

aM

W(to)' Son équation cartésienne est donnée par :

x—x(tg) 2'(to)

y—ylte) o(to)| = ¥ )@ —a(to)) —a'(to)(y —y(to)).

0 = det (M(tO)M(x,y 7?(7&@) =

- . . d = o .
o singulier ou stationnaire si W(to) = 0. S’il est de classe suffisante, la tangente en ce point est la

droite passant par M (tg) et dirigée par le premier vecteur-dérivé non nul en ¢, s’il existe. Si on note
p son indice, et ¢ > p l'indice du premier vecteur dérivé non nul indépendant du précédent, alors la
position locale du support de I’arc par rapport & sa tangente en M (ty) est :

— ordinaire si p impair et g pair.

— d’inflexion si p impair et ¢ impair.

— de rebroussement si p pair.

Si l’arc n’est pas de classe suffisante, on peut aussi obtenir la pente de la tangente en un point singulier

— soit en calculant lim M,
t—to x(t) — x(to)

/
t
— soit en calculant, si elle existe, la limite lim y ()
t—to 2’ (t)

(3) Etude des variations des coordonnées et y.

(4) Etude des branches infinies.

e Siz — a€Rety— too (ou inversement) : asymptote verticale (ou horizontale) d’équation z = a
(ou y = a).
e Six — oo et y — oo, on regarde la limite lim g.
x
— Si ce rapport tend vers +oo (resp. 0) : branche parabolique de direction (Oy) (resp. (Ox)).
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— Si ce rapport tend vers m € R, on regarde limy — mx.
* Siy —max — £ : asymptote oblique y = mx + .
* Si y —max — Foo : branche parabolique de direction y = ma.

Construction du support de l’arc.

Exercice. Etude et tracé de la courbe paramétrée ¢ — (R(t — sin(t)), R(1 — cos(t)) (appelée cycloide).

e FEtude et réduction du domaine de définition.

L’arc est défini pour tout ¢t € R, et on remarque que :

— a(t+27) = x(t) + 2R et y(t + 2m) = y(t) : on étudie larc sur [—m, 7] et on effectuera sur la
courbe des translations de vecteur 27 R 7 ;

— x(—t) = —x(t) et y(—t) = y(t) : on étudie 'arc sur [0, 7] et on aura ’ensemble du support par
symétrie d’axe (Oy), puis par translations de vecteur 27 R i .

Calcul du vecteur dérivé.

L’arc est bien de classe ¢! (méme €°°) comme composée de fonctions qui le sont, et on a :
2'(t) = R(1 —cos(t)) et y'(t) = Rsin(t).
Sur intervalle [0, 7], seul le point de parameétre 0 est donc stationnaire.

Etude local au point stationnaire M(0).

On a: Y
%
0)=Rj.
gz 0 =1
Puisque le premier vecteur-dérivé non nul en M(0) est d’indice pair (p = 2), c’est un point de
— M
rebroussement en lequel la tangente est dirigée par j. On peut de plus montrer que oE (0) est

2

non colinéaire a W(O) C’est donc un point de rebroussement de premiére espece (ce qu’on pouvait

deviner du fait de la symétrie d’axe (Oy)).

o Ftude des variations des coordonnées x et y.

t 0 ™
2/ (t) 0 +
TR
:I; /
0
2rR
y /
0
y'(t) 0 + 0

e Tracé (pour R = 3).
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1.2 Plan d’étude d’une courbe paramétrée en coordonnées polaires

— - =
Soit (I, M) arc paramétré du plan affine euclidien orienté. On note w = cos(#) i +sin(d) j ,et OM = 7"(9)11(495.
Pour étudier I'arc paramétré (I, M), on procédera par étape :

(1) Etude et réduction du domaine.

(2) Calcul du vecteur dérivé et tangentes d l'arc.

? — (0)u(0) + (0)0(0.

En particulier, seul O peut étre un point stationnaire. On obtient la pente de la tangente :

Dans le cas ol I'arc est €', on a :

e en un point régulier (# O) griace au rapport T/((%O)) dans le repeére (O, u(6y), v(6o ))
(0o

e en O : vecteur u(6y).
(3) Etude des branches infinies.
o Sir(f) — £oo lorsque 6 — 0y € R : dans le repere (O, U (6o), ¥ (6o)), les coordonnées de M (6) sont :

X(0) =7r(0)cos(0 —0y) et Y(0)=r(0)sin(d — ).
On a )};((Z)) = tan(f — 6p) 9_—)}00 0, d’ott deux cas :
—si Y(#) = L € R : asymptote d’équation Y = L dans le repere (O, @ (6), 7 (60)) ;
— si Y/(#) = 00 : branche parabolique de direction (OY) dans le repere (O, @ (6o), 7 (60)).
e Sif — £o0, on a plusieurs cas :
— sir(f) — 0: O est point asymptote (et la courbe s’enroule sur O) ;
—sir(@) = L#£0: €(0,]|L|) est cercle asymptote ;
— sir(@) — +oo : spirale.

(4) FEtude du signe de r et tracé.

Exercice. Etudier et représenter I'arc d’équation polaire 7(8) = a(1 — cos(f)) (cardioide).

e Ftude et réduction du domaine de définition.
L’arc est défini pour § € R, et on remarque que :

— r(0+27) = r(0) : on obtient tout le support de 'arc en faisant varier § dans un intervalle de
longueur 27, comme [—m, 7.

— r(—0) = r(0) : on étudie 'arc sur [0, 7], et on aura l’ensemble du support par symétrie par
rapport a 'axe (Ox).

— Calcul du vecteur-dérivé et tangentes a l’arc.
L’arc est de classe €' (méme %>°) comme composée de fonctions qui le sont. On obtient en
dérivant O—J\Zf(é’) = a(1 — cos(0)) W (0) :

SEl
>

(0) = asin() W (8) + a(1 — cos(9)) V' (9) = asin <Z> (cos(8/2) (0) + sin(6/2) T (0)) .
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Notons en particulier que :
%

x pour = 7, on a r(w) = 2a et la tangente a une pente verticale par rapport & i ;

%

x pour 0 = g, on a r(m/2) = a et la tangente a pour pente —1 par rapport & ¢ ;

x pour 6 = 0, le Vecteg dérivé est nul et on a un point stationnaire. La tangente est alors
dirigée par 7(0) = i (puisque la position limite de_l)a droite OM (), qui est dirigée par
(), est la droite (Oz) qui est dirigée par @ (0) = 7).

Etude locale au point stationnaire M(0).

On calcule les vecteurs dérivés successifs. On trouve :

—_—
d’*M

-
907 .

(0)=ad(0)=ad(0)=a

On retrouve que la tangente est dirigée par i . De plus, comme le premier vecteur-dérivé non
nul est d’indice pair (p = 2), c’est un point de rebroussement. On peut de plus montrer que

—
d3M(O) + linéaire 3 d>M
— sU Non mealr

d93 (S) on colineailre a d92

(ce qu’on pouvait deviner du fait de la symétrie d’axe (Ozx)).

(0). C’est donc un point de rebroussement de premiere espéce

Etude du signe de .

Sur [0, 7], 7(8) = a(1 — cos(#)) est positif et croissant.

Tracé (pour a = 2).

On place les points M (0) ou la tangente est horizontale, M (7/2) ol la tangente est parallele

a la deuxiéme bissectrice et M (7) ou la tangente est verticale, et on trace 'arc (en pensant a
faire la symétrie d’axe (Oz) pour finir).

2 Etude métrique des courbes planes

Dans toute la suite, 1’étude se situe dans le plan affine euclidien, le produit scalaire est noté (-,-) et la norme

associée || - ||.

2.1 Longueur d’un arc rectifiable

Définition.

Soit ([a,b], M) un arc paramétré du plan affine euclidien. On appelle :

o ligne polygonale inscrite dans ’arc toute suite de points de 'arc My = M (to), ..., M, = M(t,) avec
a=ty<---<t,=b

o longueur de cette ligne polygonale le réel :

n—1

—

L(Mo, ..., M,) = Z (| My M1 ||
k=0
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On note .Z([a,b], M) I'ensemble des longueurs des lignes polygonales inscrites dans ([a, b], M).

Définition.

On dit que V'arc paramétré ([a,b], M) est rectifiable si I'ensemble £ ([a,b], M) est majoré. On note alors
L([a,b]) sa borne supérieure, appelée longueur de larc.

Remarque. Soit ¢ € [a,b]. On montre facilement que :
([a, b], M) est rectifiable < ([a,c], M) et ([c,b], M) sont rectifiables

et alors :  L([a,b]) = L([a, c]) + L([e, ]).

— Propriété 1

Soit ([a, b], M) arc continu et de classe €' par morceaux. Alors il est rectifiable, et on a :

b
Lllat) = [ Ef(t) dt.

Preuve. Quitte & prendre une subdivision, on se raméne a I’étude d'un arc paramétré de classe €' sur un
segment. Faisons donc la preuve en supposant 'arc ([a,b], M) est de classe €'. On identifie le plan affine
euclidien & C, afin de définir 'arc ([a, b], M) a laide de sa fonction affixe t € [a,b] — 2z(t) = z(t) + iy(t).

Prenons une ligne polygonale définie par la suite a =ty < --- <t, =b. On a :

tit1 n—1 .ty b
/ 2 (t) dt‘ - Z/ |2/ ()] dt :/ |2/ ()] dt.
i=0 /i a

t;

n—1 n—1

PIECIEEOIEDY

=0 =0

Ceci étant vrai pour n’importe quelle ligne polygonale, on en déduit que Z([a,b], M) est majoré. Ainsi 'arc
est rectifiable, et on a par comparaison d’un majorant au plus petit d’entre eux :

b
L([a,b]) < / 12/(t)] dt.

Posons a présent s(t) = L([a, t]). Fixons h > 0. |z(t + h) — z(t)| est la longueur de la ligne polygonale t < ¢+ h
pour Varc ([t,t+ h|, M), et L([t,t + h]) est un majorant de Z([t,t + h], M), d’ou :

t+h
l2(t+h) —2()| < L([t.t + b)) = s(t+h)—s(t)§/t 12’ ()| du.

additivité
On obtient en divisant par h > 0 :

. . ) . t+h
| (t+h})l G (t+hlz (t) S%/t 12/ (u)] du.

Par théoréme des gendarmes, on en déduit que s/(¢) existe et vaut |2'(¢)|. On proceéde de méme pour h < 0 et

la dérivée a gauche. D’ou le résultat. O
Formules.
aM — —
o En coordonnées cartésiennes, on a E(t) =a2'(t) i +y'(t) J, et donc :

b
L((a,8]) = / (@ (1) + ¢/ (0)%)/2 dt.
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M
o En coordonnées polaires, on a 62—9(9) = r’(ﬁ)u(—ﬁg + r(&);(—ﬁ_ﬁ, et donc :

L((a,b]) = / (r(0)% + 7' (0))1/2d0.

Remarque. Cette formule intégrale simple conduit cependant a des intégrales impossibles a calculer a l'aide
des fonctions usuelles, y compris pour des courbes simples comme 1’ellipse. Cette impossibilité, notée des la fin
du XV II°" siecle a été a la base du développement ultérieur de la théorie des fonctions elliptiques.

Exercice. Calculer la longueur :

e d’une arche de la cycloide ; e de la cardioide.

e On obtient une arche de la cycloide pour ¢ décrivant [0, 27]. Sa longueur est donc :

L= R/ﬂ V(1 — cos(t))2 + sin(t)2 dt
0

Comme (1 — cos(t))? + sin(t)? = 2(1 — cos(t)) = 4sin?(¢/2), il vient L = 8R.

o Méme chose en remarquant qu’on obtient la cardioide pour 6 décrivant [0, 27] :

2
L=a V(1 = cos(6))2 + sin(h)2d6 = 8a.
0

2.2 Changement de parameéetre admissible et abscisse curviligne

Jusqu’ici, on n’a utilisé pour un arc paramétré ¢t € I — M(t) que le parametre donné ¢t. Mais il y a d’autres
paramétrages possibles d’un arc. Ainsi, dans le cadre cinématique, on peut repérer M (t) par le temps ¢, mais
aussi par la distance parcourue depuis un point initial (ce qui correspondra a une abscisse curviligne), le probléme
étant de pouvoir passer de I'un a l'autre de ces parametres. Tout ceci conduit & la définition suivante.

Définition.
On dit que deux arcs paramétrés (I, M) et (J,N) de classe €% sont €% équivalents s’il existe un -
difféomorphisme ¢ : J — I, appelé changement de paramétre admissible, tel que N = M o .

On définit ainsi une relation d’équivalence ~ sur ’ensemble des arcs paramétrés du plan, et on appelle :
o arc géométrique de classe € toute classe d’équivalence pour la relation d’équivalence ~ ;

o paramétrage admissible de ’arc géométrique tout représentant d’une orbite.

Remarque. Rappelons que :

¢ :J — I €*-difféomorphisme < ¢ bijective et ¢ et ¢! sont ¢*
& @ #0surJ & ¢ de signe constant.

Lorsque ¢’ > 0 sur J (resp. ¢’ < 0 sur J), (I, M) et (J,N) sont dit de méme sens (resp. de sens opposés).
Dans ce cas, M (t) et M (¢(u)) parcourent le support dans le méme sens (resp. dans le sens inverse) lorsque ¢ et
u croissent.

Remarque. On vérifie aisément que les propriétés des arcs paramétrés sont invariants par changement de
paramétrage admissible (support, tangentes, branches infinies)

Notation. On notera abusivement M (u) au lieu de M (¢(u)), la notation indiquant alors que ’arc est paramétré

par u, et non par t. Il faut alors indiquer les dérivations par rapport a telle ou telle variable en utilisant clairement

les symboles de dérivation % ou di.
U
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Définition.
Soit (I, M) un arc paramétré continu et ¢! par morceaux. Pour tout tg € I, on définit :

o ['abscisse curviligne d’origine ty orientée positivement par I’application :

it >
s:telw— L([to, t]) S%t_to.
—L([to,t] sit <ty

o ['abscisse curviligne d’origine ty orientée négativement par ’application :

—L([to,t it>t
sitern {Hd stz
L([to,t] sit <t

Propriété 2

Soit (I, M) un arc paramétré de classe €. S’il est régulier, ses abscisses curvilignes sont de classe
€ et réalisent un changement de parameétre admissible.

t|ant
Preuve. On a pour tout t € I, s(t) = /

t
—(u)|| du = / V' (u)? + y'(u)?2du. Comme arc est de classe
to dt to

E* et régulier, u — 2 (u)? + 1/ (u)? est de classe €*~! et a valeurs strictement positives. Par composition, s est
donc de classe €% et s'(t) = \/2/(t)2 + y/(t)2 > 0. Elle réalise bien un changement de paramétre admissible. [J

Remarque. Avec cette nouvelle paramétrisation par ’abscisse curviligne, on a :

aMd _daMdt a1 ad 1

_Md_aM 1 _ 4 d 1.
ds _ dt ds  dt ds  dt | gf) e
dt W

Le paramétrage de la courbe par ’abscisse curviligne correspond donc a un parcours de 'arc géométrique a
vitesse constante égale a 1.

Précisions. Reprenons le calcul précédent, qui a pu vous paraitre peu rigoureux. Considérons pour cela deux
paramétrages admissibles M :t € [+ M(t) et N:s € Jr N(s) = Moy l(s),et p:t el secJle
changement de paramétrage admissible correspondant. On a par les formules de dérivations usuelles, en notant

t=¢1(s):

—_—
W = Ciatoe = X1y x Loy
al, 1 a 1
T GGy T O

oAl
~ T Tal ]

ra (t)

2.3 Repere de Frenet

On introduit & présent le repére de Frenet (1816 - 1900) d’un arc plan : il s’agit, comme on va le voir, du repére
orthonormé direct qui est le mieux adapté a 1’étude locale d’un arc.

Pour toute la suite de ces notes, on fixe une orientation du plan euclidien, en prenant la base (i, j ) directe.
Soit (I, M) un arc paramétré régulier, paramétré par l'abscisse curviligne. Nous venons de montrer que le

d d
vecteur s est unitaire, et tangent & la courbe au point M (s) de méme sens que la dérivée W(t) Nous allons
s

construire ce qu’on appelle le repére de Frenet a partir de ce vecteur.
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Définition.
On appelle repére de Frenet en M (s) le repére orthonormé direct (M (s), ?(s), ﬁ(s)) ol :
T(s) = @(s) et N(s)=roz (T(s))
ds 2

olt 7o,z désigne la rotation de centre O et d’angle 7.

2.4 Courbure

On considére dans la suite des arcs réguliers de classe €% avec k > 2, paramétrés par I'abscisse curviligne
orientée positivement.

Pour tout s € J, ?(s) est unitaire. Il existe donc a(s) € R tel que :
?(s) = cos(oz(s))7> + sin(a(s))?.

- A~ ‘.
Ces fonctions o donnent des mesures & 27 pres de Pangle ( 4 7?), dont on montre qu’elles peuvent étre choisies
de classe €*~ 1.

— Propriété 3 (Théoréme de relévement)
Il existe o : I — de classe €%~ tel que :
aM i - -
- = L= cos(a(s)) i +sin(a(s)) j .

s

Si a1 et as conviennent, alors il existe k € Z tel que as = oy + 2km.

Preuve. Voir par exemple [1] p.358 g
Remarque. a(s) est une mesure de l'angle orienté (7, 7)7 et ﬁ(s) =— sin(a(s))7 + cos(a(s))?.
Définition.

==
Désignant par o une fonction de classe %! telle que o = (i ,?), on appelle fonction courbure de (I, M)

la fonction ¢ définie par :
_ da

C—E.

Remarque. On vérifie que cette définition est indépendante :

o de l'abscisse curviligne s orientée positivement (car une autre abscisse serait s + C) ;
« de la fonction angulaire « choisie (car une autre fonction angulaire serait « + 2k).

Interprétation géométrique. La courbure permet de mesurer le caractére plus ou moins « courbe » de I’arc
en un point : plus T tourne vite au voisinage de M (s), plus la courbure est grande.

Arc paramétré de courbure nulle ou constante.

da
e Supposons que ¢ = 0, soit — = 0. Donc « est constant égal & ap. Ainsi on a :

ds
an ‘

E(s) = ?(s) = cos(cuo)7> + Sin(a0)7-
On obtient : — =
M (s) = cos(ag)(s — 8o) © + sin(ag)(s — s0) j + M(so).

—
Ainsi le support est inclus dans la droite passant par M (zg) et dirigée par le vecteur cos(ag)(s — so) ¢ +
sin(ap)(s — so) j - Inversement , si le support d’un arc est inclus dans une droite, sa courbure est nulle.
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o On suppose que la courbure constante et non nulle ¢ = ¢y. Alors a(s) = co(s — so) et on obtient dans ce

cas :
d‘é\j(s) = ?(s) = cos(co(s — 50))7> + sin(co(s — 50))7.
D'ou : 1 R R
M(s) = %(SiD(CO(S —5p)) @ —cos(co(s—s0)) 7 )+ M(so).
Ainsi le support est inclus dans le cercle de centre M (sg) et de rayon . Inversement, si le support d’un

[col
arc est inclus dans un cercle, sa courbure est constante.

— Propriété 4

On a:
— =c et — =—cl.
ds ds
En particulier, on a :
i g EM
ds ¢ ds2  ©

Preuve. On a :

ﬁiﬁ daiﬁc.

X —

ds

ds ~ da
On procede de méme pour ﬁ (Il

— Propriété 5 (Vecteurs dérivée et accélération)

On a : W _ . )
d— = ﬁ? et M = E? +c @ ﬁ
dt  dt ez dt? dt '
En désignant par v = il e la vitesse numérique de M, ces formules se réécrivent :
an 7 d’M  dv 7 2
P t = .
a Ut g Tyt e

Preuve. C’est une conséquence du théoreme de dérivation des fonctions composées :

W_W ds ?

Tt ds Jar Y
et :
dQM—&Ter ds 2ﬁ—@7+vzcﬁ
a2 dt? dt ) ds dt ’

O

da
Formules. Pour le calcul de la courbure, on ne peut pas utiliser directement la définition — car on n’a pas

s
en général d’expression analytique de a en fonction de s. On pourra cependant procéder comme suit.

e En coordonnées cartésiennes, on a :
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et :

an — —

/ 3 / s
—=x(t)r +y(t)J.
=07 Y1)
On a donc (I'une au moins de ces expressions étant définies car I'arc est régulier) :

/ /

tan(a(t)) = % ou cotan(a(t)) = 3
On obtient par exemple en dérivant la premiere expression :
-
ad &M
"ot ", d "ot ", det di 0 di?
da 9 y'a — "y « y'xl — "y
E(t)(l + tan”(a(t))) = Y 7 E( ) = 2y ik

dt

Enfin, on a :
D0 = 220) x Z2(1) = clt) O TP

On en déduit :

En coordonnées polaires, on a :

a(0) = (7. T(0)) = (7.u(0)) + (u(8), T(6)) = 0 + (a(8). T (9)).

-

Notons V(6) = (u(6), T'(6)). On a :
at

—5 = ' (O)u(®) + r(0)v(0).

D’ou (et la-aussi, 'une au moins de ces quantités est bien définie) :

tan(V(0)) = ou cotan(V(0))

On obtient en dérivant :

ﬂ(e) ﬁ B 7'/2 _ 7,,,],.// N ﬂ( ) - 7,./2 _ 7‘7’//
do 2] 2 do T2 g2
et donc :
d£_1+ﬂ_ o' +r2 —prp!
o do r2 42
Enfin, on a :
do_do &5 oyx ——
o ds ~ df (r2 +r2)t/2’
et donc :

2 + 72—
c(0) = (r'2 +r2)3/2

10
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2.5 Rayon et centre de courbure

Soit toujours (I, M) un arc plan régulier de classe €% avec k > 2.
Définition.

al, e

o L’arc (I, M) est dit birégulier en M(t) si W(t) et e

o L’arc (I, M) est dit birégulier s’il est birégulier en chacun de ses points.

(t) sont linéairement indépendants.

Propriété 6

L’arc (I, M) est birégulier en M(t) si et seulement si ¢(t) # 0.

Preuve. On a avec les formules obtenues des vecteurs dérivée et accélération :

det (mm m(t)) = dot (o7 (0 + 50T ) = cttote?
dt 7 dt? ’ dt '

L’arc étant régulier, on a v(t) # 0 pour tout ¢ € I. Ainsi 'arc est birégulier en M (t) si et seulement si ¢(t) # 0.
(]

Définition.

Soit (I, M) un arc birégulier. On appelle :

1
e fonction rayon de courbure la fonction R = —,
c

o fonction centre de courbure la fonction Q = M + Rﬁ,

o cercle de courbure en M (t) le cercle de centre Q(t) et de rayon |R(¢)].

Remarque. On a :

il

—
o LM _dog vy
i Cae T R

Propriété 7 (Le cercle de courbure est osculateur da l'arc)

Soit (I, M) un arc birégulier. Le cercle de courbure en un point My = M (ty) est la position limite
du cercle tangent a l'arc en M () et passant par le point M (t) lorsque t tend vers tg.

Preuve. Paramétrons ’arc par ’abscisse curviligne s orienté positivement, dont I'origine est au point (Br)lsidéré
My, qui devient donc le point M (0) d’abscisse curviligne s = 0. Dans le repére de Frenet (My, Ty, Ng) avec
Ty =, T(0) et No =, N

To =, T (0) et No =, N(0), on a par la formule de Taylor-Young :

—
an 2 2M 2
MoM(s) = MoM (0) + 55(0) + 5 S 52 (0) + 5%2(5) = sTh + %CONS + (s,

Comme la courbure ¢g = ¢(0) est non nulle (car ’arc est birégulier), on obtient que :

2
2 CoS 2 CcoS
x(s) = s+ s%e,(s) v ooet y(s) = < + s%ey(s) Y
Puisque la tangente en My est I'axe (Ox), tout cercle tangent a Parc en My est centré sur (Oy) et a pour
équation :
22497 =22y =0
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ol A est 'ordonnée du centre. Un tel cercle passe par M(s) si et seulement si :

w2y’ 82
y(s) 0 cos2/2 ¢

Ainsi le cercle tangent & Parc en My et passant par le point M(s) a pour limite quand s — 0 le cercle d’équation

(s)? +y(s)> =2 y(s) =0 = A= = 2Ry.

x2+y2—2R0y:x2+(y—R0)2:O

qui est précisément ’équation du cercle de courbure a ’arc en Mj. O

Définition.
On appelle développée d’un arc plan birégulier t € I — M(t) Varc t € I — Q(t) défini par Q(t) = M(t) +

RION (D).

Le support de cette développée est I’ensemble des centres de courbure a ’arc initial.

Propriété 8 (Tangente d la développée)

Pour (I, M) un arc birégulier, la tangente a sa développée en un point régulier Q(¢) est la normale
en M(t).

Preuve. On paramétrise par ’abscisse curviligne. On a :

Al iGN g Ry Ry diy

ds ds

Donc tangente et normale ont la méme direction, et elles passent toutes les deux par €(s). D’ou le résultat. O

2.6 Exemples.
Exercice. On considére toujours la cycloide ¢t — M () = (R(t — sin(t)), R(1 — cos(t))).

==
1. Déterminer le repére de Frenet, la mesure o de ( ¢ ,?) et le rayon de courbure R(-).

2. Déterminer sa développée, et montrer qu’il s’agit d’une cycloide déduite de la précédente par translation.

1. On obtient par dérivation :

a

(1) = R(1 - cos(t)) 7 + Rsin(t) = 2Rsin(t/2) (sin(t/2)7 + cos(t/2)7) .
d an
On en déduit que d—j(t) = W(t) = 2Rsin(t/2) pour 0 < t < 2, puis la base de Frenet :

T(t) = sin(t/2) 7 + cos(t/2) ] = cos(m/2 — t/2) T +sin(n/2 —t/2) 7,
N(t) = —cos(t/2) 7 + sin(t/2)]

On en tire a(t) = , et par dérivation :

DO | =+

m
2

da 1 da ds , . da .
On en déduit la courbure c¢(t) et le rayon de courbure R(t) = —4Rsin(t/2).

2. On obtient :
O6(t) = OM(t) + R(ON(t) = R(1 + sin(t)) 7 — R(1 — cos(t)) -

(Pour t € 27Z, on pourra prolonger cet arc 2 en posant Q(2km) = M (2kr)).

12
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Les coordonnées du centre de courbure ) sont donc :
zo(t) = R(t +sin(t)) ; wya(t) = —R(1 — cos(t)).
Le changement de parameétre admissible u =t — 7 les transforme comme suit :

zo(u) = R(u —sin(uw)) + R ;  ya(u) = R(1 — cos(u)) — 2R.

Ainsi la développée de la cycloide est la méme cycloide translatée de 7<R7T, —2R).
Exercice. On considére toujours la cardioide d’équation polaire r = a(1 — cos(f)).

%
1. Déterminer le repére de Frenet, la mesure « de (z/,\?) et le rayon de courbure R(:).

2. Déterminer sa développée, et montrer qu’il s’agit d’une cardioide déduite de la précédente par similitude.

1. On a pour tout 0 < 6 < 27 :

aM

ds
o 6)

70

= 2asin(0/2).

La base de Frenet est donnée par :

0= T

d
TR

() = cos(6/2) T (0) + sin(0/2) T (8) = cos(30/2) 7 +sin(30/2) 7

et
N(9) = —sin(6/2)T (8) + cos(6/2) T (6) = —sin(36/2) T + cos(30/2) .

30
On en déduit que a(f) = 5 d’ot :

3 da da  ds .
5= ds X 0= c(0) x 2asin(0/2)

et :
1 4
= — = Zasin(6/2).
R(6) 0 3asm(9/ )
2. On obtient enfin le centre de courbure 2 = M + Rﬁ dans le repére (O, 7, 7) :
4 . a 2a
20 (0) = a(l — cos(#) cos(9) — 3¢ sin(0/2)sin(36/2) = g(l + cos(#)) cos(8) — 3

ya(0) = a(l — cos(8) sin(9) + %a sin(0/2) cos(360/2) = %(1 + cos(0)) sin(6).

a

—2¢.0), la développée a ainsi pour équation r = g(1 +cos(f)),our = —(1—

Portant l'origine en (

cos(f)) en changeant 6 en 6 + 7, donc ne changeant 'orientation de (Oz). Cette cardioide se déduit
de la premiére par homothétie de rapport —1/3 et translation.

3 Pour la préparation de la lecon 262

3.1 Consells

Le contenu de la lecon 262 correspond essentiellement a la section 2 de ce cours. Pour gagner un peu de temps
lors de la présentation de la legon, on peut mettre les changements de parametres admissibles dans les pré-requis
de la lecon. On peut aussi éventuellement la compléter avec les points suivants :

% Enveloppe d’une famille de droites, la développée est ’enveloppe de la famille des droites normales a cet
arc.
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% Développante.
% Inégalité isopérimétrique.

L’ensemble de ce cours a été préparé avec l'aide de [1] pour pratiquement unique référence ([3] p.336 seulement
pour la relation d’équivalence ~ sur les arcs paramétrés et la notion d’arc géométrique). La legon 262 est donc
aisée a préparer, dans le sens ou il n’y a pas besoin de naviguer sur plusieurs livres pour construire sa lecon. Il
manque dans mon cours des dessins, il faudra absolument en faire lors de la présentation (lignes polygonales,
repere de Frenet, courbure, ... ).

Pour le développement, plusieurs choix sont possibles :
« calcul de la courbure en coordonnées cartésiennes (dans [1]) : le plus facile mais peut-étre un peu léger ;

e le cercle de courbure est osculateur a l'arc, qu’on peut éventuellement associé a la démonstration de la
propriété 4 (dans [1]) : c’est celui que je privilégierais ;

o linégalité isopérimétrique (dans [4]) : intéressant, mais & bien maitriser !

3.2 Pour s’entrainer

Quelques exercices afin d’étre au point si vous présentez cette lecon :
« Rayon de courbure d’une ellipse, [2] p. 266 ;
o Pendule cycloidal de Huygens, [1] p.363 ;
 Tractrice, [1] p.366.

Vous en trouverez beaucoup d’autres dans n’importe quel livre de classes préparatoires d’avant la réforme de
2013.
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